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RESUMO

O presente trabalho foi elaborado com o intuito de descrever uma rotina de calculo
envolvendo aspectos da analise estrutural com operagdes matematicas através de
métodos matriciais de analise, como o método dos deslocamentos e método dos
elementos finitos, a fim de encontrar funcbes através das quais possa-se analisar
qualquer estrutura, encontrando as incognitas buscadas. Apds pesquisar informagdes
em livros, dissertagdes, teses, entre outros, buscou-se a implantacdo dos conceitos
encontrados para a criagdo de matrizes de rigidez nos sistemas local e global e a
definicdo das matrizes geradas pelas fungdes, implantadas no computador e
calculadas em um software de calculo livre através do qual é possivel obter a solugao

rapidamente e de forma mais eficiente.

Palavras-chave: Analise matricial. Elementos finitos. Modelagem computacional.



ABSTRACT

The present work was elaborated with the intention of describing a routine of
calculation involving aspects of the structural analysis with mathematical operations
through matricial analysis methods, such as the method of the displacements and finite
element method in order to find functions through which one can analyze any structure,
finding the unknowns sought. After searching information in books, dissertations,
theses, among others, sought implement the concepts found for the creation of rigidity
matrices in the local and global systems and the definition of the matrices generated
by the functions, implanted in the computer and calculated in a free calculation

software through which you can get the solution quickly and more efficiently.

Keywords: Matrix analysis. Finite elements. Computational modeling.
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1 INTRODUGAO

O presente trabalho trata sobre o uso do auxilio computacional para o
dimensionamento de elementos em concreto armado.

Os elementos de concreto armado de acordo com a NBR 6118 (ASSOCIACAO
BRASILEIRA DE NORMAS TECNICAS — ABNT, 2014, p.3): “[...] sdo aqueles cujo
comportamento estrutural depende da aderéncia entre concreto e armadura, e nos
quais nao se aplicam alongamentos iniciais das armaduras antes da materializagao
dessa aderéncia”.

Para que esses materiais trabalhem juntos e em conformidade com as
condicdes de estado limite ultimo e estado limite de servigo, € necessario fazer o
correto dimensionamento da estrutura.

“O Calculo, ou dimensionamento, de uma estrutura deve garantir que ela
suporte, de forma segura, estavel e sem deformagdes excessivas, todas as
solicitagdes a que estara submetida durante sua execucgao e utilizagao” (CARVALHO;
FIGUEIREDO FILHO, 2015, p. 46).

Um dos formatos para se resolver esses procedimentos de calculo, € montar
modelos matematicos para representar essas estruturas através da técnica da
discretizagado, que segundo Carvalho e Figueiredo Filho (2015, p. 25): “[...] consiste
em desmembrar essas estruturas em elementos cujos comportamentos possam ser
admitidos, conhecidos e de facil estudo”.

Contudo, esse procedimento feito manualmente pode levar longos prazos para
ser executado, devido a complexidade e ao elevado numero de parametros e analises
a serem consideradas na maioria das vezes.

Com esse problema, veio a necessidade da implantagdo de métodos que
resolvessem esses calculos de forma mais rapida e com a mesma certeza de estar
calculando corretamente. Muitos softwares foram desenvolvidos para essa finalidade,
contudo € um conhecimento que muitas vezes € de dificil acesso ou precisa ser
remunerado para se ter em seu computador.

E com a popularizagdo dos computadores veio a pergunta: sera que nos
podemos criar modelos computacionais de calculo para analisar e dimensionar

estruturas e garantir que os resultados obtidos possam ser confiaveis?



A modelagem computacional pode fornecer diversas informagdes que os
métodos analiticos ndo sdo capazes. Esta técnica surgiu a partir da metade
do século XX e se propagou logo em seguida com a popularizagédo dos
computadores. Diversos métodos matematicos utilizados na engenharia
foram implementados em cdédigos e processados nos computadores,
destacando-se o Método das Diferengas Finitas, o Método dos Elementos de
Contorno e principalmente o Método dos Elementos Finitos (MEF) (SARTURI,
2014, p.24).

Desde o surgimento dos métodos de calculo para estruturas, buscou-se sempre
meios para facilitar os procedimentos desses métodos com o propésito de minimizar
o trabalho e o tempo gasto com os calculos. Com a invengdo do computador e dos
sistemas operacionais, veio também a facilidade de acesso as informagdes além de
meios para cumprir esse proposito.

Surge entdo, como proposta desse trabalho, o estudo para a criagdo de um
modelo matematico em um software livre, GNU Octave para o calculo das mais
diversas situagdes decorrentes em uma estrutura em concreto armado.

O objetivo geral deste trabalho é desenvolver um sistema capaz de calcular e
otimizar as dimensdes em diferentes sistemas estruturais, variando sistematicamente
as condigdes das estruturas com o auxilio computacional.

Sendo os objetivos especificos:

e Fazer uma referéncia na literatura para desenvolver o cédigo computacional,

e Criar uma rotina de calculo que associe aspectos do dimensionamento do
concreto armado e da analise matricial de estruturas;

e Realizar os célculos e otimizar as dimensdes em diferentes sistemas estruturais

e Comparar os resultados obtidos no dimensionamento pelo método criado em
GNU Octave 4.2.0 (2016) com os encontrados por um software comercial,
onde, para este trabalho, foi escolhido o software da Alto Qi, Eberick V8 gold
(2013).

A metodologia utilizada foi a pesquisa bibliografica de carater qualitativo,
através de livros, dissertacdes e teses, para a posterior aplicacdo dos conceitos no
software computacional fazendo também um estudo de caso em uma determinada

situacao de estrutura.
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2 DESENVOLVIMENTO

Nesta etapa do trabalho serédo apresentados o referencial teérico com a opinido
de alguns autores com trabalhos publicados, bem como a metodologia e o material a
serem empregados para se alcangar os objetivos, além de uma analise em um

software comercial, para a comparacéao de resultados.

2.1 REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo, serdo apresentados conceitos de alguns autores para

enriquecer o conteudo acerca do tema apresentado.

2.1.1 Analise Estrutural

Para se iniciar o dimensionamento de uma estrutura é necessario fazer antes
a andlise da mesma, definindo as agbes aplicadas, e encontrando as reacgdes,
deformacdes e deslocamentos provocados por essas acgoes.

Em analise de estruturas determina-se matematicamente, através de sistemas
fisicos capazes de receber e transmitir esforgcos, o comportamento dos elementos
estruturais, para que se possa verificar o dimensionamento de seus componentes
(SORIANO, 2014).

Quando se aplica cargas em uma estrutura ela tende a se deformar. Por ela se
deformar, sdo produzidas diversas forgas nos elementos que a compde. O calculo
dessas forgas e das deformagdes que as causaram € conhecido por analise estrutural
(MCCORMAC, 2015).

Segundo Soriano (2014), a analise das estruturas, devido a grande amplitude
de seus métodos e aplicagdes, pode ter seu conteudo dividido em diversas disciplinas
ao longo do curso de graduagdo em engenharia dificultando a percepg¢ao do aluno
acerca da integragao entre suas partes.

Segundo Moreira (1977), o problema da analise estrutural envolve quatro tipos
de grandeza: as ag¢des mecanicas aplicadas; as agbes mecanicas internas; os
deslocamentos dos pontos na estrutura e as deformacgdes.

A andlise estrutural fundamenta-se em principios da estatica dos corpos rigidos

onde inicialmente, em estatica das estruturas, podemos determinar esforgos reativos
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e esforgos internos em estruturas compostas por barras em que sao suficientes
apenas as equacbes de equilibrio da estatica. Em sequéncia, na resisténcia dos
materiais sao feitas as verificacbes de tensdes e deformacdes nas mesmas. Em
hiperestatica sao definidos, além dos esforgos reativos e internos, os deslocamentos,
ambos considerando as deformagdes das barras, onde apenas as equacgdes de
equilibrio ndo sao suficientes. A analise matricial das estruturas também trata dos
deslocamentos, esforcos reativos e esforcos seccionais das estruturas constituidas
de barras, s6 que usando formulagao matricial (SORIANO, 2014).

Segundo a NBR 6118 (ABNT, 2014, p. 81) em seu item 14.2.1, “o objetivo da
analise estrutural é determinar os efeitos das agbes em uma estrutura, com a
finalidade de efetuar verificagdes dos estados-limites ultimos e de servigo”.

Para calcular as forgas nas varias partes de uma estrutura de maneira mais
simples e com alguma preciséo, € necessario representar a estrutura de uma maneira
simples e que seja util para a analise. Esse processo de substituir uma estrutura real
por um sistema simples adequado para andlise € chamado idealizagdo estrutural.
Normalmente, o esquema de uma estrutura idealizada é chamado de diagrama linear,
como representado nas Figura 1 (MCCORMAC, 2015).

O modelo estrutural pode ser idealizado como a composi¢cdo de elementos
estruturais basicos, formando sistemas estruturais resistentes que permitam
representar de maneira clara todos os caminhos percorridos pelas agdes até os apoios
da estrutura e também deve representar a geometria dos elementos estruturais, os
carregamentos atuantes, as condi¢des de contorno, as caracteristicas e respostas dos
materiais, sempre em fungdo do objetivo especifico da analise (NBR 6118, ABNT,
2014).

Figura 1 — Representagcdo de uma estrutura e suas forgas em um diagrama linear

Viga dwadeira Vigotas

Ly O N R !
1 Al te 1 T t

Paredes de blocos de concreto
(a) (b) (c)

Fonte: Mccormac, 2015
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Embora o uso de simples diagramas lineares para analisar estruturas n&o
obtenha resultados perfeitos, normalmente esses sdo bem aceitaveis. No entanto,
algumas vezes pode restar alguma duvida quanto ao diagrama linear ou 0 modelo
exato a ser utilizado para se analisar uma determinada estrutura (MCCORMAC,
2015).

“‘Uma simplificagcdo usualmente adotada € considerar a estrutura dividida em
partes de comportamentos isolados, com a transmissao de esforgos entre essas
partes” (SORIANO, 2014, p. 58).

Deve-se dimensionar as estruturas de modo que nao apresentem falhas nem
deformem excessivamente sob quaisquer condi¢gbes de carregamento. Os elementos
devem ser projetados com uma capacidade maior do que a exigida para suportar as
cargas de servigo previstas (cargas reais ou cargas especificadas pelas normas
técnicas de projeto) (LEET; UANG; GILBERT, 2009).

2.1.1.1 Elementos estruturais

Segundo Carvalho e Figueiredo Filho (2015, p.23), “elementos estruturais sdo
pecas geralmente com uma ou duas dimensdes preponderantes sobre as demais
(vigas, pilares, lajes, etc.) que compde uma estrutura. O modo como s&o arranjados
pode ser chamado de sistema estrutural”.

Soriano (2014), diz que os sistemas estruturais podem ser classificados em
estruturas em barras (ou estrutura reticulada), quando é constituida de componentes
estruturais com uma dire¢cdo preponderante as demais, como vigas, por exemplo, e
estruturas continuas, quando possuem mais de uma dire¢do preponderante, a
exemplo de lajes e blocos de fundagao.

Todos os sistemas estruturais sdo constituidos de componentes. Sendo
componentes elementares de uma estrutura: tirantes, sujeitos apenas a esforgos
axiais de tragao; escoras e colunas; sujeitos principalmente a esforgos axiais de
compressao; vigas, sujeitas a esforgos principalmente de flexao e diafragmas, que séo
usados normalmente para resistir a esforgos transversais a estrutura (MCCORMAC,
2015).

Para que se possa aplicar os conhecimentos da teoria das estruturas faz-se
algumas simplificagdes: admite-se que vigas sdo apoios indeslocaveis na diregéao

vertical para as lajes; que os pilares sao apoios indeslocaveis na vertical para as vigas,
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e sdo considerados, simplificadamente, como bi rotulados em suas extremidades, que
as lajes sdo engastadas ou simplesmente apoiadas nas vigas, que as cargas s&o
uniformemente distribuidas, etc (CARVALHO; FIGUEIREDO FILHO, 2015).

Uma vez entendendo o comportamento e a fungdo dos varios componentes
das estruturas tridimensionais, o projetista pode simplificar a analise da estrutura real,
subdividindo-a em subsistemas bidimensionais menores que atuam como vigas,
trelicas ou poérticos (LEET; UANG; GILBERT, 2009).

Vigas séo elementos com um eixo bem definido, um modelo estrutural em que
as barras estao todas no mesmo eixo (MARTHA, 2010).

Uma trelica € uma estrutura composta por um grupo de elementos ligados entre
si na forma um ou mais triangulos (MCCORMAC, 2015).

Pdrticos sao elementos estruturais compostos de vigas e colunas conectadas
por ligagdes rigidas. O angulo entre vigas e colunas normalmente € de 90°. Os porticos
podem consistir em uma unica coluna e viga ou, como em um prédio de varios
andares, de muitas colunas e vigas (LEET; UANG; GILBERT, 2009).

Os poérticos podem ser planos ou espaciais. Portico plano € um modelo de
estrutura constituida de barras retas ou curvas situadas em um plano usualmente
vertical de maneira que as acgdes que o solicitam provoquem apenas esfor¢o normal,
cortante e momento fletor de vetor representativo normal no mesmo plano enquanto
em um portico espacial as barras podem ter qualquer posigao e submetidas a qualquer
um dos 6 esforgos seccionais (SORIANO, 2014).

2.1.1.2 Condigdes dos apoios

Os apoios representam as condi¢des de suporte nos pontos de contato externo,
para cada restricdo de apoio existe uma reagao de apoio associada. As reagdes de
apoio sao as forcas e os momentos que representam os efeitos das acdes externas
sobre o modelo estrutural (MARTHA, 2010).

Segundo Soriano (2014, p. 65):

Assim como um corpo rigido livre no espacgo tem 6 graus de liberdade, cada
secao transversal da barra pode ter trés componentes de deslocamento de
translagcédo e trés rotagdes, referidos genericamente como deslocamentos.
Esses deslocamentos, em todo ou em parte, podem ser restringidos por
vinculos de apoios, quando entdo, segundo os deslocamentos restringidos
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ocorrem esforgos reativos dos apoios sobre a estrutura, denominados
reagoes de apoio.

Na Figura 2 estdo representados os principais tipos de apoio, suas
denominacdes, o sentido das reag¢des que eles produzem e o sentido onde possuem

deslocamentos livres (graus de liberdade).

Figura 2 — Tipos de apoio
APOIO SIMBOLOGIA GRAUS DE LIBERDADE REACOES
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Fonte: Slideshare, 2017
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A analise dos apoios mostra que ha trés componentes desconhecidos das
reagdes em um apoio do terceiro género (engaste), dois em um de segundo género
(articulacdo) e um em um de primeiro género (barra de ligacdo ou rolete)
(MCCORMAC, 2015).

“O sistema de apoios escolhido pelo projetista influenciara as for¢as que se
desenvolverao em uma estrutura e também as forgas transmitidas para os elementos
de apoio” (LEET; UANG; GILBERT, 2009, p.81).

‘Para efetuar a analise de uma estrutura, além do pré-dimensionamento
geométrico de todos os seus componentes, das propriedades de material e das
condicbes de apoio, € necessario estabelecer a priori as agdes externas ativas”
(SORIANO, 2014, p.63).
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2.1.1.3 Acdes externas ativas

Esta etapa da analise consiste em definir as a¢gdes que vao atuar na estrutura
para que esta seja projetada adequadamente.

As acgdes sdo os carregamentos provocados pela disposigao dos esforgos nas
estruturas, que devem ser classificadas e quantificadas de modo a garantir que a
estrutura em questao seja projetada para se obter a resisténcia necessaria.

Para Carvalho e Figueiredo Filho (2015, p. 53):

Denomina-se agao qualquer influéncia, ou conjunto de influéncias, capaz de
produzir estados de tensao ou de deformacdo em uma estrutura.

[...] na analise estrutural deve ser considerada a influéncia de todas as agdes
que possam produzir efeitos significativos para a seguranca da estrutura em
exame, levando-se em conta os possiveis estados ultimos e os de servigo.

O engenheiro deve tomar muito cuidado ao prever as cargas provaveis que a
estrutura deve suportar. Embora as cargas de projeto especificadas pela norma
geralmente sejam satisfatorias para a maioria das construgdes, o projetista também
deve decidir se essas cargas se aplicam a estrutura em questdo. (LEET; UANG,;
GILBERT, 2009).

As cargas normalmente s&o classificadas em: cargas permanentes (g), que s&o
constituidas pelo peso proprio da estrutura e pelo peso de todos os elementos
construtivos fixos e instalagdes permanentes; e cargas acidentais (q), que é toda
aquela que pode atuar sobre a estrutura de edificagdes em fungdo do seu uso (NBR
6120, ABNT,1980).

Segundo Mccormac (2015), normas e especificagoes de fabricantes podem ser
usadas para estimar as cargas.

“Os valores caracteristicos das acdes sao estabelecidos em fun¢éo da variagao
de suas intensidades. Para agdes permanentes, esses valores estdo definidos em
normas especificas, como a ABNT NBR 6120;1980” (CARVALHO; FIGUEIREDO
FILHO, 2015, p. 56).

E de responsabilidade do engenheiro estrutural, posicionar as cargas de forma
que sejam causados os piores efeitos nos elementos da estrutura para a seguranga
da mesma (MCCORMAC, 2015).

As cargas acidentais e moveis seguem procedimentos diferentes dos

procedimentos para acdes permanentes. A principal razdo € que para acgodes
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permanentes, a transferéncia tem uma distribuicdo constante enquanto nas cargas
acidentais e moveis a transferéncia varia em fung&o da atuacdo das cargas (MARTHA,
2010).

Um carregamento é definido pela combinacao de ag¢des que tem probabilidades
de atuarem simultaneamente na estrutura em um periodo pré-estabelecido. Todas as
acdes permanentes devem ser tomadas em sua totalidade e das acdes variaveis
devem ser tomadas apenas as que possuem efeito desfavoravel em relacédo a
seguranga com seus respectivos coeficientes de ponderacao dispostos na NBR
6118:2014 (CARVALHO; FIGUEIREDO FILHO, 2015).

2.1.1.4 Acoles reativas

Apo6s o estudo das acgdes que serdo aplicadas na estrutura é necessario
verificar as reagdes que serdo provocadas nos apoios a fim de que se projetem apoios
com a resisténcia adequada.

As acbes reativas sdo aquelas que se desenvolvem nos vinculos externos ou
apoios (SORIANO, 2014).

Para cada restricdo de apoio, existe uma reagao de apoio associada. Reacgdes
de apoio sio as forgas verticais ou horizontais e/ou os momentos de flexdo ou torgao
que representam e efeito mecéanico do meio externo sobre o modelo estrutural
(MARTHA, 2010).

Para uma estrutura estar em equilibrio, cada parte da estrutura também deve
estar equilibrada. As equacdes de equilibrio estatico se aplicam a cada elemento do
mesmo modo que se aplicam a estrutura inteira. Portanto é possivel desenhar um
diagrama, chamado de diagrama de corpo livre, de qualquer parte da estrutura e
aplicar essas equacdes naquela parte, como por exemplo, para encontrar as reagoes
nos apoios. (MCCORMAC, 2015).

Nesse diagrama, as colunas e vigas mestras sao representadas pelas linhas
centrais das barras reais (LEET; UANG; GILBERT, 2009).

“A analise linear, na maioria dos casos, deve ser realizada com o emprego de
procedimento numeérico adequado, como, por exemplo, diferengas finitas, elementos
finitos ou elementos de contorno” (NBR 6118, ABNT, 2014, p.98).

De acordo com a terceira lei de newton, as reagdes de apoio tém a mesma

intensidade das forgcas e momentos resultantes das agdes atuantes na estrutura, mas
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com sentidos opostos a essas agdes. Essas agdes sdo provenientes das solicitagcoes
e dependem da forma como a estrutura transfere essas cargas (MARTHA, 2010).

Se uma estrutura é considerada como estando em equilibrio sob agdo de um
sistema de cargas, ela deve satisfazer as equagdes de equilibrio estatico, que num
sistema cartesiano espacial, (x, y, z) podem ser escritas como: >Fx =0, XFy =0,
2Fz=0,2XMx =0, XMy =0 e XMz =0. Ou como a maioria das estruturas sdo
analisadas como estruturas planas ( eixos x e y), pode se admitir as equag¢des como:
2Fx=0, XFy=0e XM =0 (MCCORMAC, 2015).

Essas equacdes servem para nos dizer que a resultante do sistema de forgas
atuantes sobre a estrutura € nula e que o momento resultante em relagdo a um ponto
qualquer nela também é nulo. Com essas equacdes determinam-se as reagdes de
apoio (SORIANO, 2014).

2.1.1.5 Solicitacbes

“‘Determina-se solicitagao (ou esforgo solicitante) qualquer esfor¢co (momento
fletor, esforgo cortante, esforco normal) ou conjunto de esforgos decorrentes das
acgdes e aplicados a uma ou mais segdes de um elemento da estrutura” (CARVALHO;
FIGUEIREDO FILHO, 2015, p.63).

Com o objetivo de definir os esforgos seccionais (solicitagbes), considera-se
uma barra reta em equilibrio sob forgas externas, na qual se indica uma secéo reta
que divide a barra em duas partes, idealiza-se seu eixo geométrico e considera-se as
forgas aplicadas no eixo (SORIANO, 2014).

Quando as cargas s&o aplicadas e uma estrutura, esta tem uma reacao de
acordo com as cargas. As forcas em um elemento dependem em geral do valor das
cargas que atuam na estrutura e do local onde elas estdo aplicadas (MCCORMAC,
2015).

Para projetar uma viga, por exemplo, o engenheiro deve construir os diagramas
de esforgo cortante e momento fletor para determinar o local e a magnitude dos
valores maximos dessas solicitagdes. A ndo ser em vigas curtas e pesadamente
carregadas, cujas dimensdes sao controladas pelos requisitos de esforgo cortante, as
proporgdes da secgdo transversal sao determinadas pela magnitude do momento

maximo no vao. Apds a sec¢ao ser dimensionada no ponto de momento maximo, o
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projeto é concluido verificando-se se as tensdes de cisalhamento no ponto de cortante
maximo — normalmente proximo aos apoios — s&o iguais ou menores do que a
resisténcia ao cisalhamento permitida pelo material. Por fim, as deflexdes produzidas
pelas cargas de servigo devem ser verificadas para garantir que a peca tenha rigidez
adequada. Os limites da deflexdo sao definidos por normas como a NBR 6118:2014
(LEET; UANG; GILBERT, 2009)

Na ABNT NBR 6118:2014 as solicitagdes de calculo sdo obtidas para a
combinagéao de agdes considerada, de acordo com a analise estrutural, e para
cada estado limite considerado, ou seja, as agdes € que sao majoradas,
sendo entdo determinadas as solicitagdbes (CARVALHO; FIGUEIREDO
FILHO, 2015, p.64).

Os esforgos internos de um quadro plano estdo associados ao seu
comportamento plano. Por exemplo, em uma barra de pértico plano existem apenas
trés esforgos, definidos nas dire¢des dos eixos locais, s&o eles: esforgo normal (N) ou
esforco axial (longitudinal), esfor¢o cortante (V) ou esforgo interno transversal
(cisalhamento), e momento fletor (M) ou esforgo interno de flexdo (MARTHA, 2010).

Esforgo cortante € definido como a soma algébrica das forgas a esquerda ou a
direita de uma secado perpendicular ao eixo do elemento e momento fletor é a soma
algébrica dos momentos relacionados de todas as for¢as a esquerda ou a direita de
uma secgao transversal em particular (MCCORMAC, 2015).

Ao contrario do esforco cortante, o esforco normal em cada secgao transversal
€ a soma algébrica das forgas na diregdo do eixo da barra (e ndo perpendicular como
o esforgo cortante), situadas ao lado esquerdo ou direito da segdo (SORIANO, 2014).

Em forgcas concentradas, que sao a idealizagdo de forga distribuida em
pequena superficie de contato ou em pequeno volume, através de sua resultante, uma
simplificagcdo € a descontinuidade de esfor¢o cortante, ja em forgas transversais
distribuidas por unidades de comprimento, a resultante dessa forca entre duas sec¢des
transversais € igual a alteragao do seu esforgo cortante (SORIANO, 2014).

Em forcas inclinadas é usada a componente dessa forga, perpendicularmente
ao eixo da barra, de acordo com o angulo de incidéncia da mesma, para se desenhar
os diagramas de momento fletor e esfor¢o cortante (MCCORMAC, 2015).

Para representar graficamente esses esfor¢os, sdo construidos diagramas de
esforco cortante e de momento fletor. Essas curvas, que preferencialmente devem ser

desenhadas em escala, consistem em valores de cortante e momento plotados como
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ordenadas em relag&o a distancia ao longo do eixo da viga. Embora se possa construir
curvas de cortante e de momento cortando corpos livres em intervalos ao longo do
eixo de uma viga e escrever equacgdes de equilibrio para estabelecer os valores de
cortante e momento em sec¢des especificas, € muito mais simples construir essas
curvas a partir das relagdes basicas existentes entre carga, cortante e momento
(LEET; UANG; GILBERT, 2009)

Na Figura 3, temos um exemplo de viga representada como barra e seus
diagramas de esforgo cortante e momento fletor de acordo com as agdes exercidas

sobre a estrutura e as reagdes obtida nos apoios.

Figura 3 — Exemplo de diagrama de esforgo cortante e de momento fletor
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Fonte: Leet, Uang e Gilbert, 2009

A variagdo do momento fletor entre dois pontos em uma estrutura & igual ao
esforco cortante entre esses pontos vezes a distancia entre os mesmos, portanto a
variagdo do momento fletor € igual a area do diagrama entre os pontos (MCCORMAC,
2015).

O esforgo cortante € a derivada do momento fletor, portanto para se encontrar
o ponto maximo de momento fletor na barra, basta encontrar a secéo na qual o esfor¢o
cortante se anula (MARTHA, 2010).
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Os diagramas dos esforgos seccionais sdo uteis no projeto em estrutura, pois
permitem a verificagdo desses esfor¢os ao longo das barras, com a identificagcado de
valores extremos, maximos € minimos, dos mesmos. Esses valores sao uteis no
dimensionamento das barras e detalhamento das ligacbes entre as mesmas
(SORIANO, 2014).

2.1.2 Dimensionamento, Verificagao e Detalhamento

“O objetivo dessas trés etapas (dimensionamento, verificagdo e detalhamento),
que se desenvolvem logo apods a analise estrutural, € garantir seguranga, em relagéo
aos estados-limites ultimos (ELU) e de servigo (ELS), das estruturas como um todo e
de cada uma de suas partes” (NBR 6118, ABNT, 2013, p. 114).

Para que esta seguranga seja garantida, as resisténcias e as solicitagcdes
devem assumir valores de calculo (Rd e Sd), e devem respeitar a condigdo Rd maior
ou igual as Sd (CARVALHO; FIGUEIREDO FILHO, 2015).

O projetista da estrutura de uma edificagdo precisa fixar a resisténcia
caracteristica do concreto a compresséao, ou seja, o Fck do concreto, (YASIGI, 2009)

A NBR 6118 (ABNT, 2014) amplia o conceito de resisténcia de calculo do
concreto, que deve ser denominada de duas maneiras, em funcdo da idade do
concreto, quando se faz em data inferior a 28 dias ou quando se faz em 28 dias ou
mais (CARVALHO; FIGUEIREDO FILHO, 2015).

Ja para o ago de concreto armado, segundo Yasigi, (2009, p. 221):

Existem quatro categorias (CA-25: CA-40; CA-50 e CA-60) em fungao da
resisténcia caracteristica de escoamento (respectivamente 250 MPa; 400
MPa: 500 MPa e 600 MPa) e duas classes (A e B), sendo certo que a classe
A abrange as barras simplesmente laminadas e a classe B, as barras
encruadas (que sofreram processo de deformacéo a frio).

Para obras usuais e situagdes normais em geral, tém-se, para o concreto e ago
no estado limite ultimo, os valores de calculo, respectivamente: Fcd = Fck/1,4; Fyd =
Fyk/ 1,15, onde, Fcd é a resisténcia a compressao de calculo do concreto e Fyd a
resisténcia a tracédo de calculo do ago (CARVALHO; FIGUEIREDO FILHO, 2015).

Usando os resultados da analise dos projetos preliminares, o projetista
recalcula as proporcdes dos principais elementos de todas as estruturas. Embora

cada anadlise tenha sido baseada em valores de carga estimados, as forgcas
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estabelecidas neste estagio provavelmente s&o indicativas do que uma estrutura em
particular deve suportar; portanto, € improvavel que as propor¢does mudem
significativamente, mesmo depois que os detalhes do projeto final forem estabelecidos
(LEET; UANG; GILBERT, 2009).

“‘Além de um arranjo estrutural que garanta seguranga ao conjunto, devem ser
aplicadas regras como as de dimensdes minimas para a definicdo das férmas, bem
como as regras de detalhamento das armaduras” (NBR 6118, ABNT, 2013, p. 115).

2.1.2.1 Métodos de calculo

Os métodos de calculo das estruturas de concreto armado podem ser
classificados, basicamente, em dois grupos: os métodos classicos, ou das tensdes
admissiveis; e os métodos de calculo na ruptura (CARVALHO; FIGUEIREDO FILHO,
2015).

Em geral, o objetivo é determinar os esforgos e os deslocamentos, para atingi-
lo o método classico parte de elementos infinitesimais da estrutura exprimindo
matematicamente e com simplicidade suas relagdes solicitagdo-deformacao
(MOREIRA, 1977).

Nestes métodos, sdo determinadas as solicitagdes correspondentes as cargas
maximas de servigo, onde se calculam as tensdes maximas correspondentes a essas
solicitagdes, supondo um comportamento completamente elastico dos materiais, com
as tensdes maximas limitadas a uma fragéo da resisténcia dos materiais garantindo a
seguranga da estrutura porém, os métodos classicos sdo métodos deterministicos,
nos quais se consideram fixos os diferentes valores numéricos que servem de partida
para o céalculo, em que as grandezas sdo empregadas com seus valores maximos
levando a um superdimensionamento, com seu calculo conduzindo a um mau
aproveitamento dos materiais e também n&o fornecendo informagdo acerca da
capacidade que a estrutura tem de receber mais carga, ndo sendo possivel averiguar
sua verdadeira margem de segurancga. Ja nos métodos de calculo na ruptura, a
seguranga € garantida fazendo com que as solicitagdes devido a cargas majoradas
sejam menores que as solicitagdes ultimas, sendo estas as que levariam a estrutura
a ruptura se os materiais tivessem suas resisténcias reais minoradas por coeficiente
de ponderacgao das resisténcias (CARVALHO; FIGUEIREDO FILHO, 2015).
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Os métodos de analise usam um conjunto de variaveis ou parametros para
representar o comportamento da estrutura, o comportamento analitico do modelo
estrutural é substituido por um comportamento discreto. Esse processo de passagem
de um modelo matematico para um modelo discreto € denominado discretizagao
(MARTHA, 2010).

Os métodos matriciais de analise fornecem uma linguagem matematica
conveniente para descrever estruturas complexas e as manipulagdes matriciais
necessarias podem ser realizadas facilmente por meio de computadores
(MCCORMAC, 2015).

Exemplos numéricos simples até podem ser resolvidos mais rapidamente por
métodos classicos, mas a medida em que as estruturas se tornam complexas, os
meétodos matriciais se tornam mais uteis (MCCORMAC, 2015).

O computador é capaz de extraordinarias proezas matematicas, contudo ele s6
realiza as tarefas por que s&o descritas por instrugdes precisas, simples e claras
(MCCORMAC, 2015).

2.1.3 Analise Matricial de Estruturas

Qualquer método de analise que envolva equagdes de algebra linear pode ser
posto em notagéo matricial e usando operagdes com matrizes podem ser resolvidas.
A possibilidade de aplicagao de métodos matriciais pelo engenheiro estrutural € muito
importante porque todas as estruturas, tanto elasticas linearmente quanto
estaticamente determinadas ou indeterminadas, sdo governadas por sistemas de
equacdes lineares (MCCORMAC, 2015).

A estrutura € decomposta em elementos que possam entrar em contato entre
si nos pontos nodais (nds). Estes elementos podem ser planos ou espaciais,
dependendo do caso. As forgcas e os deslocamentos dos pontos nodais nao
correspondem as forcas e deslocamentos existentes nesses pontos: sao ficticios e
seus valores sao obtidos pela compatibilizagdo da energia de deformacgéao. A solugéo
€, neste caso, aproximada, mas converge para a solugao exata quando se aumenta o
numero de elementos. O tratamento deste caso é objetivo do Método dos Elementos
Finitos (MOREIRA, 1977).

Os métodos para analise de estruturas estaticamente indeterminadas podem

ser divididos em duas classes: método das for¢cas ou da flexibilidade e método dos
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deslocamentos ou de rigidez. Ambos os métodos s&o desenvolvidos até um nivel em
que podem ser aplicados a quase todas as estruturas, porem os procedimentos
através do método dos deslocamentos sdo mais utilizados pela maior facilidade de
programacgao em computador (MCCORMAC, 2015).

‘No método da flexibilidade, escrevemos equagdes de compatibilidade em
termos de forgas redundantes desconhecidas. No método da rigidez escrevemos
equacgdes de equilibrio em termos de deslocamentos de n6é desconhecidos” (LEET;
UANG; GILBERT, 2009, p.660).

Com o fim de identificar e ordenar matricialmente as agbes mecanicas (forgas
e momentos) e os deslocamentos (lineares ou angulares) existentes nos nés de uma
estrutura integrada ou nas extremidades de um elemento - quando subdividida a
estrutura -, impde-se seja fixado primeiramente, um sistema de coordenadas
(MOREIRA, 1977).

Como exemplo, na Figura 4, temos um portico em que se interessa assinalar
as solicitagdes e deslocamentos, as setas indicam os sentidos que devem ser tratados
como positivos. Na segunda parte da figura temos o vetor das forgas nodais com os

valores e o sinal representando seu sentido.
Figura 4 - Representacdo de um sistema de coordenadas em um portico plano
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Fonte: Moreira, 1977
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2.1.3.1 Método das forgas (ou da flexibilidade)

O método da flexibilidade (método das forgas), também chamado de método
das deformacgdes consistentes ou método da superposi¢cao € um procedimento para
analisar estruturas indeterminadas, lineares e elasticas. Embora esse método possa
ser aplicado na maioria das estruturas (vigas, treligas, porticos, cascas etc.), o esforgo
computacional aumenta exponencialmente com o grau de indeterminagao. Portanto,
€ mais atraente quando aplicado a estruturas com baixo grau de indeterminacéo
(LEET; UANG; GILBERT, 2009).

O método das forcas para a analise de estruturas estaticamente
indeterminadas é também denominado com frequéncia como método da flexibilidade
(ou método das deformacgdes consistentes). Na Figura 5 é analisada uma viga
continua com dois vaos para ilustrar as deformagdes consistentes. Esta estrutura
estaticamente indeterminada (hiperestatica), suporta as cargas P1 e P2, que por sua
vez é suportada pelos apoios A, B e C. A remoc¢ao do apoio B faria com que a viga se
tornasse estaticamente determinada (isostatica), isso significa que a estrutura original
€ indeterminada em primeiro grau. Com esse apoio removido € um problema simples

encontrar o deslocamento vertical em B, AB, causado pelas cargas externas

(MCCORMAC, 2015).

Figura 5 — Viga exemplo para método da flexibilidade.

P, P, :

AB
Viga original Apoio B removido
(a) (b)
P, P,
il S L5
Va Ve A C

——t—
Abb

Apoio B recolocado
Carga unitiria em B poic b

Fonte: Mccormac, 2015
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E um método classico para analisar estruturas hiperestaticas que consiste em
somar uma série de solugdes basicas que satisfazem as condi¢des de equilibrio, mas
nao as condicbes de compatibilidade da estrutura original, para, na superposi¢céo
reestabelecer essas condi¢des (MARTHA, 2010).

Como etapa fundamental no método da flexibilidade, deve-se substituir a
analise de uma estrutura indeterminada por uma analise de uma estrutura estavel e
determinada. Essa estrutura — chamada de estrutura liberada ou de base — é
estabelecida a partir da estrutura indeterminada original, imaginando-se que certas
restricbes (apoios, por exemplo) sdo removidas temporariamente (LEET; UANG,;
GILBERT, 2009).

O apoio B, na Figura 5 anteriormente citada, é indeslocavel e sua remogéao &
uma simples questao de conveniéncia. E colocada uma forga de baixo para cima em
B e ela é suficiente para evitar qualquer deslocamento ou suficiente para empurrar o
ponto B para sua posigcédo original indeslocavel. A distadncia que o apoio deve ser
empurrado € AB (MCCORMAC, 2015).

Aplica-se uma carga unitaria em B, como mostrado na Figura 5(c), causando

uma deflexdo em B igual a Abb, uma carga de 10kips em B causaria uma deflexao
igual a 10Abb. De forma semelhante, uma reagao de baixo para cima Vb empurraria
B para cima em uma distancia VbAbb. A deflexao total devida as cargas externas e a
reagdo em B é, portanto: AB + VbAbb = 0, ou seja, Vb = -AB/Abb. O sinal negativo
indica que Vb esta no sentido oposto ao da carga unitaria que é de cima para baixo

(MCCORMAC, 2015).

A deflexdo Abb, que é produzida pelo valor unitario da redundante, pode ser

chamada de coeficiente de flexibilidade. Em outras palavras, as unidades de um
coeficiente de flexibilidade sdo dadas em distancia por carga unitaria, em metros por
newton, por exemplo (LEET; UANG; GILBERT, 2009).

“As unidades dos coeficientes de flexibilidade, correspondem as unidades de
deslocamento ou rotacdo divididas pela unidade do hiperestatico em questao”
(MARTHA, 2010, p.215).

Segundo Mccormac (2015), o método das forgas para calcular as reacgdes
redundantes pode ser estendido indefinidamente para estruturas com qualquer

numero de redundantes estaticas. Porém, os calculos se tornam muito longos se
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houverem mais de trés redundantes estaticas. Por exemplo, considerando a viga da

Figura 6, tem-se as seguintes expressodes:

Figura 6 — Exemplo de viga com mais de trés redundantes.

P P: Ps Ps: Ps

' ! S N
= = = 2.

A N

AB + VBAbb + VcAbe + VDAbd
Ac + VBAcb + VcAce + VDAcd
AD +VBAdb + VecAde + VbAdd

Fonte: Mccormac, 2015

Primeiramente, faz-se a viga ficar estaticamente determinada removendo trés

apoios, admite-se que os apoios B, C e D sejam removidos e seus deslocamentos AB,
AC e AD, devido as cargas externas sejam calculados, teoricamente, as cargas

externas sdo removidas da viga, uma carga unitaria € colocada em B e sé&o

encontrados os deslocamentos em B, C e D — Abb, Acb Adb. A carga é movida para
o ponto C encontrando os deslocamentos Abc, Acc e Adc, e depois para o ponto D
encontrando Abd, Acd e Abb. Com as reagdes empurrando esses pontos para cima
até as posigdes originais, a reagao Vb elevara B a uma distancia VbAbb, C até VbAcb
e D até VbAdb. A reagéo Vc elevara B até VcAbc, C até VcAcc e D até VcAdc. E por
ultimo a reagao Vd elevara B até VdAbd, C até VdAcd e D até VdAdd, resultando nas

equagdes apresentadas na Figura 6, que podem ser tratadas matricialmente
(MCCORMAC, 2015).
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2.1.3.1.1 Matriz de flexibilidade e vetor dos termos de carga.

Segundo Martha (2010), o sistema de equagdes de compatibilidade da solugao

pelo método da flexibilidade, do exemplo mostrado na Figura 6 na segao anterior,

-l

Podendo ser escrito conforme o grau de hiperestaticidade g em caso geral

pode ser escrito na forma matricial:

Abb Abc Abd
Acb Acc Acd
Adb Adc Add

AC + VbAcbhb + VcAcc + VdAced = 0 AC

AB + VbAbb + VcAbc + VdAbd = 0 {AB}
=> +
AD + VbAdb + VcAdc + VdAdd = 0 AD

como: {Ao} + [A{V} = {0}, onde: {Ao} é o vetor dos termos de carga; [A] € a matriz de

flexibilidade e {V} é o vetor dos hiperestaticos (MARTHA, 2010).

2.1.3.2 Método dos deslocamentos (ou da rigidez)

O método dos deslocamentos caracteriza-se por usar a equacao de equilibrio
como equacgao fundamental, onde sao obtidas as incégnitas primarias do problema, a
partir das quais, todas as outras respostas serdo obtidas. As incdgnitas primarias dos
problemas sao os deslocamentos em que por meio destes € possivel obter
deformacgdes, tensdes, resultantes de tensdes, etc (VAZ, 2011).

Segundo Martha (2010), o método dos deslocamentos, consiste em somar uma
serie de solugdes basicas satisfazendo as condigdes de compatibilidade, mas nao as
condigdes de equilibrio da estrutura original para, na superposic¢ao, reestabelecer as
condicdes de equilibrio, sendo o inverso do procedimento feito no método das forgas.

O método da inclinagao-deflexdo, também conhecido como método dos
deslocamentos pelo fato de as equacdes de equilibrio utilizadas na analise serem
expressas em termos de deslocamentos de nés desconhecidos, € um procedimento
para analisar vigas e pérticos indeterminados (LEET; UANG; GILBERT, 2009, p.469).

As incognitas do método dos deslocamentos sédo as deslocabilidades, que sédo
componentes de deslocamentos e rotagdes nos ndés que definem a configuragéo
deformada da estrutura, diferente do método das forgas, onde as incégnitas sdo as
forcas e momentos associados a vinculos excedentes a determinacéo estatica da
estrutura. (MARTHA, 2010).



28

Quando uma estrutura esta sendo analisada pelo método da rigidez, os
deslocamentos dos nos (rotagdes e translagdes) sdo tratados como incognitas. As
equacgdes de equilibrio sdo escritas para cada né da estrutura em termos: das cargas
aplicadas, propriedades dos elementos estruturais que se conectam no nd, e dos
deslocamentos desconhecidos do n6 (MCCORMAC, 2015).

A solugédo pelo método dos deslocamentos pode ser analisada como uma
superposicao de solugdes cinematicas definidas, ou seja, de configuragdes
deformadas conhecidas (MARTHA, 2010).

Segundo Leet, Uang e Gilbert (2009, p.198), o principio da superposi¢céo

determina que:

Se uma estrutura se comporta de maneira linearmente elastica, a forga ou o
deslocamento em um ponto especifico produzido por um conjunto de cargas
atuando simultaneamente pode ser avaliado pela soma (superposigéo) das
forgas ou deslocamentos no ponto especifico, produzidos por cada carga do
conjunto atuando individualmente. Em outras palavras, a resposta de uma
estrutura elastica linear € a mesma se todas as cargas sao aplicadas
simultaneamente ou se os efeitos das cargas individuais sdo combinados.

O método usa conceitos de estados auxiliares e de superposicdo de efeitos.
Inicialmente identificam-se os graus de liberdade a estrutura. Em seguida, é criado um
estado auxiliar j para cada grau de liberdade impondo-se um valor unitario para o grau
e liberdade ¢, enquanto os outros sdo mantidos nulos (VAZ, 2011).

Segundo Mccormac (2015), a rigidez em um no é definida como a forga ou o
momento exigido para produzir um deslocamento (rotagdo) em um né se o
deslocamento for impedido nos demais nés da estrutura. Para exemplificar essa

analise inicial, € examinada a mola linear da Figura 7.

Figura 7 — Representagao do alongamento produzido numa mola por uma forgca P

Fonte: Mccormac, 2015
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Com base na Figura 7, a relagéo entre a forga aplicada P1, o alongamento da

mola 61, pode ser escrito, em fungdo da constante da mola k (ou forga exigida para
produzir um deslocamento unitario), como: P1 = ko1, portanto se a constante da mola

for conhecida, o deslocamento pode ser determinado para qualquer forga aplicada P+
(MCCORMAC, 2015).

O método basico da familia do método dos deslocamentos consiste em
manipular as trés equacdes basicas da analise estrutural colocando todas as
informacgdes disponiveis nas equacgdes de equilibrio como incoégnitas. O numero de
deslocamentos livres € chamado de graus de liberdade (VAZ, 2011).

O modelo estrutural utilizado nos casos basicos € o de uma estrutura
cinematicamente determinada que é obtida a partir da estrutura original pela adigéo
de vinculos na forma de apoios ficticios com o objetivo de impedir as deslocabilidades,
isolando os efeitos de cada uma delas. Esse modelo é chamado de Sistema
Hipergeomeétrico (MARTHA, 2010).

Para a maioria dos problemas praticos, é necessario conhecer o deslocamento
em mais de um no, exemplificando na Figura 8, temos uma viga apoiada com seus
Momentos M1 e M2 provocando rotagbes 61 e 62 nas extremidades (MCCORMAC,
2015).

Figura 8 — Exemplo de viga bi apoiada com seus deslocamentos

El = constante

/
~
M, N ! : M,
= I et e i, 9558
92
e L =

Fonte: Mccormac, 2015

Segundo Mccormac (2015), admitindo esse comportamento, podem ser

escritas equagdes, segundo o meétodo das inclinagdes, desde que a corda ndo sofra
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rotacdo. Onde K é igual a I/L (momento de inercia/ distancia entre os apoios), o
denominado coeficiente de rigidez.

Como nenhuma carga € aplicada ao longo do eixo do membro e nao ocorre
nenhuma rotacao da corda, os momentos de extremidade podem ser expressos como:
(LEET; UANG; GILBERT, 2009).

4E| 2El
M1 = 2EK (201 +02) = T61 + Tez (01)
M2 = 2EK (01 +262) = ?GH? 02 (02)

Onde E é o modulo de elasticidade do material. Essas equacgbdes podem

também ser expressas na forma matricial da seguinte forma:

@ o
)= | | X (o) (03)
L L

Os coeficientes 4EI/L e 2EI/L podem ser escritos simbolicamente como kij, que
definem a linha e a coluna do local dos coeficientes na matriz de rigidez.

O coeficiente k1,1, por exemplo, pode ser interpretado como o momento que
deve ser aplicado na extremidade 1 para produzir uma rotagdo unitaria (61 = 1)
enquanto a extremidade oposta permanece fixa (82 = 0). O coeficiente k2,1 é 0
momento aplicado na extremidade 2 para essa mesma situagdo. Do mesmo modo o
coeficiente k2,2 e k1,2 produzem rotagao unitaria (62 = 1) e sem rotagdo na extremidade
1 (81 = 0), como mostrado na Figura 9, a seguir (MCCORMAC, 2015).

Segundo Mccormac (2015), esses sao coeficientes de rigidez relativos aos
graus de liberdade M1 e M2 provocando rotagdes M1 em M1, M1 em M2, M2 em M1 e
M2 em M2z e para a matriz de rigidez total para uma viga, que sera descrita na segao
2.1.3.3, eles sado os termos: k22, k24, k42 e kas respectivamente. Na matriz de rigidez
total sdo consideradas também as forgcas que provocam esforco cortante e os termos

desse exemplo passam a ocupar outras posi¢cdes na matriz.
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Figura 9 — Exemplo de viga para encontrar os coeficientes k

Fonte: Mccormac, 2015

Segundo Mccormac (2015), o estudo nessa viga biapoiada com seus dois nés
ilustra muitos dos aspectos principais do método da rigidez, embora a maioria das
estruturas praticas analisadas por esse método tenham mais de dois nds, e tenham
também outras forgas envolvidas, que mudam a matriz de rigidez. Para um elemento
sujeito a flexao, assim como para elemento sujeito a forga axial, os nés da viga séo
colocados em locais onde as for¢as sao aplicadas e os deslocamentos sdo medidos,

como mostrados os nés 1 e 2 na Figura 10, a seguir:

Figura 10 — Elemento de viga sujeito a flexao
Y

1.

Para o elemento de viga mostrado na Figura 10, as forgas consistem em forgas
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Fonte: Mccormac, 2015

cisalhantes e momentos fletores designados como Yi e Mi, respectivamente, os
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deslocamentos consistem em translacbes Vi paralelas as forgas cisalhantes, e

rotagdes [i, a forgas axiais também podem existir, mas podem ser consideradas como

nulas quando se analisa a flexdo (MCCORMAC, 2015).

Segundo Martha (2010), as equacgdes finais do método dos deslocamentos
expressam o equilibrio dos nés da estrutura nas dire¢des das deslocabilidades. Entéao
€ importante apresentar uma convencao de sinais para forcas e momentos que facilite
a definicdo das condigbes de equilibrio. Esta convengao esta descrita na Figura 11 a

sequir.

Figura 11 — Quadro com a convengao de sinais

Deslocamentos

+
horizontais > J l
Deslocamentos 1l
verticais +
Rotagoes m m
Forgas + _
horizontais —_ -
Forgas +
verticais
Momentos m m

Esforgos axiais

em extremidades L. S ol [0 hoathadf 0L _+;..
de barras

Esforgos cortantes

em extremidades — _

de barras

Momentos fletores
em extremidades
de barras

Fonte: Martha, 2010

2.1.3.3 Matriz de rigidez de um elemento

A analise matricial de estruturas reticuladas sistematizou as operacgdes

matematicas da analise estrutural fazendo uso da algebra matricial que opera com
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vetores e matrizes introduzindo diversos novos conceitos na analise de estruturas.
Essa sistematizagdo baseia-se na ideia de sistema local e global e coordenadas (VAZ,
2011).

O comportamento de um elemento é descrito por intermédio de funcgdes
matematicas que em Uultima analise contabilizam a rigidez daquele elemento
individualmente. A forma mais compacta e elegante de representar essas
caracteristicas do elemento em questao é por intermédio da algebra matricial. Dai
decorreu o conceito de matriz de rigidez de um elemento, assim como a rigidez de
uma mola é definida pela relagao forca-deslocamento, em um elemento finito a ideia
€ a mesma, porem em carater mais amplo, de forma que os diversos componentes de
rigidez em um elemento estéo relacionados com a diversas componentes de forga e
deslocamentos presentes (ALVES FILHO, 2005).

Segundo Mccormac (2015), embora o método da rigidez e o método da
flexibilidade sejam métodos distintos de analise estrutural, a matriz de flexibilidade e
a de rigidez tem relagdo uma com a outra. Comparando as duas verifica-se que a
matriz de rigidez (k) é a inversa da matriz de flexibilidade (F), logo [k] = [F]™.

A matriz de rigidez de uma estrutura pode ser montada criando um
deslocamento unitario nos graus de liberdade selecionados (com todos os outros nos
restringidos) e, entdo, calculando-se as forgas de nd correspondentes necessarias
para o equilibrio da estrutura (LEET; UANG; GILBERT, 2009).

Segundo Mccormac (2015), as matrizes de rigidez podem ser desenvolvidas
para barras submetidas a carregamentos axiais, para elementos sujeitos a flexado e
também elementos que tenham forgas axiais agindo em conjunto com forgas
cisalhantes e momentos fletores. Todas essas matrizes de rigidez sdo escritas em
uma ordem especifica, que deve ser estudada atentamente. A equacao geral da

rigidez é escrita simbolicamente da seguinte forma: {P} = [kK]{0}, onde a ordem das

forcas nos nos [k] deve ser a mesma ordem da listagem dos deslocamentos

correspondentes na matriz {0}.

Segundo Vaz (2011) para se obter a matriz de rigidez da estrutura para um
elemento de comprimento L e rigidez El, pode-se fazer o uso de fungbes de
interpolacao de viga atraveés de varios métodos como o Método dos Elementos Finitos

(MEF), chegando a seguinte matriz:



34

- 12EI 6El  12EI  6EI 1

L3 E L3 E
Y1 6EI 4EI 6El  2EI V1
Mi( _ | 2 T 1L 01 (04)
va( |_ 1261 eBI 12E1  eEI[ ¥ )y

3 2 3 2

M> E] 28] e ami 62

Lz T 12 LA

A equacado 04 representa a matriz de rigidez total que é a usada com mais
frequéncia para um elemento de viga isolado submetido a esforgos de flexdo. Se forem
especificadas outras condi¢cdes de extremidade para a viga, outras matrizes de rigidez
reduzidas seriam obtidas. Por exemplo, para elementos sujeitos a esforgos axiais,
seria obtida uma matriz como a expressa na equagao 05, sendo A, a area da segéao
transversal, E, o modulo de elasticidade, e L o comprimento ou vao tedrico do
elemento (MCCORMAC, 2015).

Fi2) % - % u1
{F2,1} | _AE  AE X {uz} (03)
L L

De acordo com Mccormac (2015), conforme a teoria dos pequenos
deslocamentos, pode-se unir as matrizes quando os elementos tiverem ambos os
esforcos, admite-se que os esforgos axiais nao influem nos momentos fletores e

esforgos cisalhantes, surgindo a seguinte matriz:

- AE AE 5
r X1 T 0 0 L 0 0 (u“
12EI 6EI 12EI 6EI
Y1 0 = = 0 -7 F| |»
6EI 4El 6EI 2EI
M1 0 Tz - 0 - — 01
_ L L L L
1. (= | ac AE X\ 0 (06)
X2 T 0 0 . 0 0 u2
oo s, s
\M2/ o Bz o _eE aE | \gy)
- L? L L? L -

Para uma viga com dois ou mais elementos as equagdes de rigidez podem ser
determinadas de maneira similar somando-se ou subtraindo-se adequadamente o

coeficiente associado ao elemento isolado de viga (MCCORMAC, 2015).
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Por exemplo, na viga da Figura 12 a seguir, surge a matriz de rigidez da
equacéo 07.

Figura 12 — Viga hiperestatica para determinacéo dos coeficientes de rigidez
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Fonte: Mccormac, 2015
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2.1.4 Método Dos Elementos Finitos

Nesta segdo sera apresentado o método da rigidez direta, um procedimento
que fornece a base para a maioria dos programas de computador utilizados para
analisar estruturas. O método pode ser aplicado a quase todos os tipos de estrutura,
por exemplo, treligas, vigas continuas, porticos indeterminados, placas e cascas.
Quando aplicado tipos de problemas que podem ser subdivididos em elementos
bidimensionais e tridimensionais, o0 método e chamado também de método dos
elementos finitos (LEET; UANG; GILBERT, 2009)

O Método dos Elementos Finitos (MEF) pertence a familia do método dos
deslocamentos ou método da rigidez, onde deslocamentos sao escolhidos como

incognitas. Todos os membros dessa familia caracterizam-se por ter a equacgao de



36

equilibrio cujas incognitas sao deslocamentos generalizados como equagéo
fundamental. Entendem-se por deslocamentos generalizados, tais como,
deslocamentos lineares, rotagdes, etc. (VAZ, 2011).

No método dos elementos finitos apresenta-se um modelo numérico destinado
principalmente as estruturas que n&o sao caracterizadas como barras, chamadas
estruturas continuas (SORIANO, 2014).

O método dos elementos finitos, segundo Moreira (1977, p. 3):

Considera a estrutura dividida em partes ou elementos que ja ndo sao
infinitesimais, ligados entre si em pontos nodais, onde se supdem
concentradas todas as forgas de ligagdo entre elementos. Sendo as
solicitagcbes e deformagdes discretizadas nos nés, o comportamento elastico
e mecanico de cada elemento pode ter expressdo matematica tdo simples
quanto a dos elementos infinitesimais da solugdo classica. A composigao
desses elementos de tamanho finito para constituir a estrutura considerada
da lugar a sistemas de equacgbes facilmente tratados por via matricial.

Dentro da engenharia estrutural o MEF gerou uma grande revolugao,
permitindo a resolugdo de problemas complexos cuja solugdo analitica se mostrava
inviavel. Na analise de estruturas de concreto, esta técnica permite a avaliagcédo
detalhada do seu comportamento, tendo ao mesmo tempo uma modelagem bastante
abrangente e especifica dos componentes envolvidos no sistema estrutural
(SARTURI, 2014).

“A esséncia dos métodos basicos de analise estrutural esta na representacao
discreta do comportamento continuo, analitico e matematico de um modelo estrutural
em termos de um numero finito de parametros” (MARTHA, 2010, p.409).

O conceito de rigidez de um elemento desempenhou um papel muito importante
na discretizagdo de problemas estruturais. O elemento de mola sendo abordado
primeiramente a respeito de discussdes sobre elementos finitos, através de seu
estudo, permitiu estabelecer algumas conclusées gerais em relagdo ao conceito de
rigidez em qualquer modelo de analise (ALVES FILHO, 2005).

Segundo Vaz (2011), a ideia basica do modelo de elementos finitos para a
estrutura consiste em usar fungdes aproximadoras, descritas em subdominios ou
elementos finitos, para descrever os campos de deslocamento da estrutura. A
melhoria para a solugdo é obtida usando mais subdominios ou elementos, e nao

apenas usando polindbmios de grau mais elevado. Para sistematizar as operagdes
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matematicas do problema, as fungcdes aproximadoras devem ser descritas em cada
subdominio por fun¢des de interpolacédo previamente definidas.
Segundo Alves Filho (2013, p.140):

Deve-se especificar a fungado dos deslocamentos que defina de forma Unica
todos os pontos do elemento, em termos dos graus de liberdade dos nés,
permitindo, a partir de deslocamentos nodais conhecidos determinar os
deslocamentos dentro do elemento. A fungéo de interpolagéo escolhida deve
representar o elemento deformado o mais proximo possivel do seu
comportamento real.

Para um trecho de comprimento L denominado elemento finito viga
representado na Figura 13, escreve-se uma fungao aproximadora de terceiro grau em
funcao dos parametros do polinbmio «i, i =1, ...,4 (VAZ, 2011).

A fungao aproximadora deve ter no minimo um coeficiente desconhecido para
cada grau de liberdade, como o elemento de viga sujeito a flexdo tem 4 graus de

liberdade, a fungéo tem 4 coeficientes desconhecidos (ALVES FILHO, 2013).

2

V(X)=oc1 + oc2x + oc3x“+ oxax3

Figura 13 — Fungdes de interpolagéo do elemento finito de viga
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Segundo Vaz (2011), para se escrever a fungdo aproximadora em fungdo dos
deslocamentos nos nés, sdo impostas as seguintes condi¢gdes de contorno, de acordo

com a Figura 13.

V|x=0=01

V'|x=0=02 (09)
UIX=L: 03
V' |x=L=04

Vaz (2011) diz ainda que, V' é a derivada da fung&o expressa na equagao 08,
e substituindo x na mesma equacgéao, ficariamos com as seguintes condi¢gbes de

contorno:

va|x=o=oc1 + 2.0+ «3.0%+ x4.0° = 01
4 V|x=0=0 4 o2 + 20¢3.0+ 3x4.0%= 02

V|x=L=<1 + o2 .L+ x3L?+ xal3= 3
l V|x=L=0 + o2 + 23 L+ 3oxaL®= 04

(10)

Ou na forma matricial:

10 0 0 « 1 d1 v(X)1
01 0 0| )2l _ Jazl_ Jv'() (11)
1 L L2 LB )3 )ds(  |v®),
0 1 2L 3L2] ‘\«xa da V' (%),

Segundo Alves Filho (2013), a equagao 11, pode ser representada de forma
compacta da seguinte maneira:

v(x) = {5i}= [H(x)]-{xi} (12)

Onde, para Vaz (2011), [H(x)] representa a matriz das variaveis e {«i} a matriz

dos coeficientes desconhecidos e que devem ser determinados. Logo, é possivel
determinar os elementos desses coeficientes desconhecidos através da seguinte

expressao:
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{ad} = {oHHX)] = {o}. [H)I (13)

Segundo Alves Filho (2013), [H(x)]"' € a matriz inversa da matriz [H(x)], que

pode ser encontrada através da seguinte equacao:

1

[HEII™ = ooy [cof THEIN (14)

Onde det [H(x)] € o determinante da matriz original, e [cof[H(x)]]" € a matriz
transposta dos cofatores de [H(x)] (ALVES FILHO, 2013).

Segundo Alves Filho (2013), a equagao 18 indica que a matriz inversa [H(x)]!
€ igual a 1 dividido pelo determinante na matriz [H(x)] vezes a matriz transposta dos
cofatores [cof[H(x)]]". Primeiramente, encontra-se o determinante da matriz inversa
que é igual a 1 sobre o determinante da matriz original.

Alves Filho (2013) diz que, segundo o teorema de Laplace, o determinante da
matriz [H(x)]ij pode ser expresso escolhendo uma linha i ou uma coluna j para excluir
(de preferéncia com mais numeros zeros), encontrando os cofatores nessa linha ou
coluna escolhida e somando o resultado do produto dos cofatores nessa linha ou

coluna pelos seus respectivos termos, como mostrado na equagéo a seguir:
det[H(x)ij = (ai,j.Cij), + (aij.Cij),+ ...(ai].Cij), (15)

Portanto, se o termo aj for igual a zero, sdo menos somas a serem feitas. Os
cofatores Cij s&o encontrados excluindo a linha i e a coluna j da matriz original,
formando uma matriz de menor ordem, encontrando o determinante da matriz
reduzida obtida com a exclusdo dessas linhas e colunas e através da multiplicacao
desse determinante pela expressao (-1)*, em que i € a linha e j a coluna do elemento
€ obtido o cofator Cij (ALVES FILHO, 2013).

No exemplo da equagao 11, para encontrar o determinante, foi escolhida a

primeira linha da matriz, que é dado em fungao dos cofatores C por:

1 0 O 0
0 1 0 0

det 1L 12 127 1.C11+ 0.C12+ 0.C13+ 0.C14 (16)
0 1 2L 3L?
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Os elementos C12, C13 e C14 ndo precisam ser encontrados para encontrar o
determinante, pois ao multiplicar pelos termos da matriz que sao iguais a zero terao
valores nulos. Para encontrarmos C11, elimina-se a linha 1 e a coluna 1 da matriz [H(x)]
original, encontra-se o determinante da matriz 3x3 resultante dessa eliminagéo e
multiplica-se por -1 elevado na (1+1) (ALVES FILHO, 2013).

Para encontrar o determinante em uma matriz de ordem 3 aplica-se o a regra

de sarrus, como mostrado a seguir:

1 0 071 0
Ci1 = (—D [L L* L3 ]L L? =(-1)2 3L4-2L% =4 (17)
1 2L 31211 2L

O determinante final de [H(x)]4x4 € expresso por:
det=1.C11=1.L%=L%

Ap06s encontrar o determinante da matriz, encontra-se a matriz dos cofatores,
que é obtida encontrando todos os cofatores e colocando-os na matriz de acordo com
alinhaie a coluna j dos mesmos (ALVES FILHO, 2013).

Cii Ciz Ci13 Cia
- |[C21 C22 C23 Ca4 (18)
BIE1C31 C32 (33 (34

Cy1 Ca2 C43 Cua

C

Segundo Alves Filho (2013), para encontrar a matriz dos cofatores, é
necessario encontrar todos os cofatores da matriz original [H(x)] através do processo
descrito anteriormente, na equacao 17 e substituir na matriz da equacao 18

encontrando para a matriz [H(x)], a seguinte matriz dos cofatores:

L* 0 =31 2L
0 L* =213 L?
H = 19
cof (GO = |0 22 & (19)
0

0 -3 L?
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Alves Filho (2013) diz ainda que, como a equagao pede a matriz transposta

[cof[H(x)]", deve-se encontrar a mesma trocando os elementos de linha por elementos

de coluna, por exemplo,

o elemento C11 fica na mesma posi¢cao enquanto o elemento

C12 passa a ocupar o lugar do elemento C21 e vice-versa. Portanto a nova matriz é

obtida trocando os elementos Cjj por elementos Cji, como exemplificado na matriz a

seqguir:

C11 C21 Cs1
C12 C22 Ca2
Ci3 C23 Cass3
C1a C24 Ca4

Logo, obtém-se a

Ca1

Ca2 20
Ca3 (20)

Cas

seguinte matriz:

L* 0 0 0
0 L* 0 0

cof [H T =
[cof [H(O]] L2312 23 32 I (21)
2L L? —-2L L?
A matriz inversa é entao obtida através da seguinte equacgao:
L* 0 0 0
-1 _ 1 0 L* 0 0
[H(X)] A _3L2 _2L3 3L2 _L3 (22)
2L L? —-2L L2
Resultando em:
1 0 0 0
|[ 0 1 0 0 ]|
-1 _ 3 2 3 1
[HGO]™ = l—L—Z -1 _Z‘ (23)
2 1 2 1
3 12 13 12

Substituindo o resultado da equagao 23 na equagdo 13, obtém-se a seguinte

equacao matricial:
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1 0 0 0
|[0 1 0 0]| diy 1
3 2 3 1 da( _ )ox2
T2 L 12 L) ds « 3 (24)
2 L 2 11 \ds 4
L3 L2 L3 L2

Para Vaz (2011), a solugdo da equacgédo 24 fornece os «iem fungdo dos
deslocamentos nodais ¢Oi. Substituindo-se os «iobtidos da solugdo da equacao 24 na

equagéo 08, chega-se a:
v(x) = §1 (%) d1+ §2 (x) d2 + $3 (x) d3 + ¢4 (x) ds (25)
Ou na forma reduzida:
v} = {01 (x)}{d} (26)

Segundo Alves Filho (2013), como foi encontrado na equagao 24 o vetor dos

A, substitui-se na equagao 08, encontrando a seguinte multiplicagao matricial:

[ 0 0}
0 0

=11 x x? l % 2 2 _%J (27)
i R

Onde, segundo Vaz (2011), ¢1, ¢2, ¢3 e ¢4 podem ser obtidos através de

funcdes que representam as funcdes de forma, em que:

e ¢1 considera v(0) =1, dv(0)/dx =0, v(L) = 0 e dv(L)/dx = O;
e ¢d2considera v(0) = 0, dv(0)/dx =1, v(L) = 0 e dv(L)/dx = 0;
e ¢sconsidera v(0) = 0, dv(0)/dx = 0, v(L) = 1 e dv(L)/dx = O;
e daconsidera v(0) = 0, dv(0)/dx =0, v(L) = 0 e dv(L)/dx = 1.
Segundo Alves Filho (2013), embora tenha sido construida para o elemento de
viga, a funcdo de forma de um elemento finito é geral, e constitui um dos mais

importantes conceitos na formulagao dos elementos. Ela estabelece o comportamento
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do elemento, ou seja, tendo os deslocamentos nodais, € possivel calcular os
deslocamentos dentro do elemento.
Segundo Vaz (2011), essas fungdes, que surgem do resultado da equagao 27

e representam as curvas das deslocabilidades na Figura 11, sao respectivamente:

be=1-3(2) v2(2)
$2 ()= x-2%+i—2

< 2 3
00=3(2) -2(2) &

3

Vaz (2011) diz ainda que os coeficientes Kjj da matriz de rigidez do elemento

de viga podem ser obtidos através da seguinte equacao:
Kij = EI [+ i "(x).j"(x) dx (29)
Para o termo K11, por exemplo, temos:
Kij = EI [} ¢1"(x). 1" (x) dx
#rw =1 -3 +2()
$r () = —65+65
¢’ (x) = — 2+ 125
Kij =E [, (- 5+ 122).(- 4+ 125) dx
Kij = EI [y (32— 144% + 1445) dx (30)

2 3
Kij = EI(36% - 725 + 485)
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2 3
Kij = EI (362 — 725 + 48)

Kij =EI(5-2. %)

L L3 L3

Segundo Vaz (2011), na resolugao da equacgao 30 descrita acima, temos um
exemplo de como encontrar um coeficiente de rigidez K de acordo com sua posigéao
na matriz de rigidez. Portanto, para encontrar os coeficientes restantes, basta seguir
0 mesmo processo substituindo os termos ¢i e ¢j pelos da equagao 28, de acordo com

a posigao do coeficiente K na matriz a seguir:

K11 Ki2 Kiz Kis
K21 K22 K2z Ko (31)
K31 K32 Kzz Ksas
Ksa1 K42 Kaz Kag

ApOs essa substituicdo de acordo com a matriz representada na equacéao 31,
chega-se a matriz de rigidez para um elemento de viga isolado apresentada na
equacdo 04 da secdo 2.1.3.3, que representam a relacdo causa-efeito de um
determinado grau de liberdade em outro (ALVES FILHO, 2013).

Segundo Alves Filho (2013), causa é um deslocamento unitario imposto em
um grau de liberdade e efeito sdo as forgas que surgem nos outros graus de liberdade
devido a este deslocamento.

Com o conhecimento da matriz de rigidez de um elemento de viga podem ser
construidas matrizes para outros elementos, como sera mostrado na sec¢do a seguir
(ALVES FILHO, 2013).

2.1.4.1 Montagem de uma matriz em um pértico plano.

Para a montagem de uma matriz de rigidez em um poértico plano, sera analisado

o poértico da Figura 14 a seguir.
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Figura 14 — Portico plano para encontrar coeficientes na matriz de rigidez.

Forgas e Deslocamentos

\g \g
Nodais ] \ |
L_’ : t—'
I \g
'

5 :

Numeragao dos .
Graus de hberdade 2 Al
da Estrtura Interra

Fonte: Alves Filho, 2013

Uma matriz de rigidez de um elemento viga submetida somente a flexdo, deve
ser uma matriz quadrada de dimensédo 4x4, pois o elemento possui 4 graus de
liberdade (ALVES FILHO, 2013).

Segundo Alves Filho (2013), como o pértico plano apresentado na Figura 14
tem 9 graus de liberdade e esta submetido a esforgos, tanto de flexdo como axiais,
veremos que sua matriz sera de ordem 9, ou seja, 9x9.

Primeiramente, enumera-se os graus de liberdade. Porém como o elemento de
portico possui uma barra perpendicular ao eixo horizontal, deve-se usar uma matriz
de transformacgao, que transforme as forcas e deslocamentos de um sistema local
para um sistema global de coordenadas (VAZ, 2011).

O elemento de pértico plano tem as mesmas caracteristicas de um elemento
de viga, portanto o elemento da Figura 14 pode ser subdividido em 2 elementos de
viga, porém o elemento perpendicular ao eixo deve ser multiplicado por uma matriz
de transformacgéao que relaciona o seno e cosseno do angulo com a horizontal (ALVES
FILHO, 2013).

Segundo Vaz (2011), o angulo define a rotagado do eixo da barra em relagao ao
sistema global. Associados aos vetores de deslocamentos, sao criados também os
vetores das forgas nos nos no sistema local e global de coordenadas. Para transformar
uma matriz de rigidez de um sistema global para um sistema local, pode ser usada a

matriz de rotacdo R que para um elemento apenas com esforgos axiais e esforgos
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cortantes (pois como os momentos ja sdo uma rotagdo, 0S mesmos permanecem

iguais mesmo com as rotagdes dos outros esforgos) € a indicada a seguir:

dl1 cos sen 0 0 dg1
dlz —sen cos 0 0 dgz

= 32
dls 0 0 cos  sen|® dgs (32)
dla 0 0 —sen cos dga

Porém, segundo Alves Filho (2013), & necessario transformar do sistema local
para o global, usando a seguinte formula: dg=R'.dl.R , onde R é a inversa da

matriz de rotagdo R, que é encontrada através da equagao representada a seguir:
R'=—1 [cofR]" (33)

A equacdo 33 indica que a matriz inversa R é igual a 1 dividido pelo
determinante da matriz R vezes a matriz transposta dos cofatores de R [cofR]"
(ALVES FILHO, 2013).

Aplicando novamente o teorema de Laplace na matriz da equacado 32, o
determinante é encontrado escolhendo a quarta linha da matriz, encontrando os

cofatores e fazendo as operagdes da seguinte forma:

cos sen 0 0

detR=|%e" cos 0 0| §c,+0.Ca+(-sen.Cus)+cos.Caa  (34)
0 0 cos sen
0 0 -sen cos

Novamente, existem valores nessa linha (C41 e C42), que ndo precisam ser
encontrados, pois serdo multiplicados por 0, apresentardo um valor nulo como
resposta.

Segundo Alves Filho (2013), para encontrarmos Ca3, elimina-se a linha 4 e a
coluna 3 da matriz R original, encontra-se o determinante da matriz 3x3 resultante
dessa eliminagdo e multiplica-se por -1 elevado na (4+3). Para encontrar o
determinante em uma matriz de ordem 3 aplica-se o a regra de sarrus, como mostrado

a sequir:
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cos sen 0 cos sen
Caz=(-1)**3|—sen cos 0 |[—sen cos=(-1).[cos%sen—(-sen?]

0 0 senl O 0 (35)

Logo, tem-se: Ca3 = - cos®.sen - sen®

Ja para o Ca4, segundo Alves Filho (2013), elimina-se a linha 4 e a coluna 4 da
matriz, encontra-se o determinante da matriz 3x3 resultante dessa eliminacédo e

multiplica-se por -1 elevado na (4+4).

cos sen (0 ]cos sen
Caz=(-1®|-sen cos 0 |-sen cos =(1).[ cos®- (-sen>cos)] (36)
0 0 «cosl O 0

Logo, temos Ca4 = cos® + sen?.cos.
Segundo Alves Filho (2013), o determinante final de Rax4 € expresso por:

Det R = 0.C41+ 0.C42+ (-sen.Cas) + c0s.Cas
Det R =0+ 0 +[-sen. (- cos®.sen - sen?®) ] + [cos. (cos® + sen?.cos) ]
Det R = (cos2.sen? + sen?) + (cos* + sen2.cos?)

37
Det R = 2 cos?.sen? + sen* + cos* (37)

Apo6s encontrar o determinante da matriz, que se observado com atencao
resulta em 1 para qualquer angulo, deveria, porém nesse caso ndao ha necessidade,
ser encontrada a matriz dos cofatores, mas como o determinante da matriz inversa
R1¢é 1/1 =1, sendo o mesmo que na matriz R, a matriz inversa ¢ apenas a matriz
original R transposta. Pois em uma matriz transposta RT e sua matriz original R
possuem o mesmo determinante. (ALVES FILHO, 2013).

Segundo Martha (2010), a matriz de transformacgao por rotagao é ortogonal, ou
seja, sua inversa R' é igual a sua transposta RT, logo pode-se obter as
deslocabilidades no sistema global a partir da transposta da matriz R em funcéo das
deslocabilidades no sistema local.

Como resultado, tem-se a seguinte matriz:
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cos —sen 0 0

Rt — p-1— |sen  cos 0 0 (38)
0 0 cos —sen
0 0 sen  cos

Ja para o poértico da Figura 14, como ha graus de liberdade relacionados a
momentos fletores que ndo sofrem rotacdo, deve-se acrescentar uma linha e uma
coluna para cada grau de liberdade relacionado a momento, preenchidas com zeros
e na posi¢cdo onde o deslocamento gerado no grau de momento gera esforgo nele
mesmo deve-se colocar 1 resultando nas seguintes matrizes de rotagao e inversa
(ALVES FILHO, 2013), indicadas nas equagdes abaixo:

rcos sen 0 0 0 O rcos —sen 0 O 0 07

—sen cos O 0 0 O sen cos 0 O 0 0

R = 0 0 1 0 0 o Rl = 0 0 1 0 0 0
0 0 0O cos sen 0 0 0 0 cos —sen O (39)

0 0 0 —sen cos O 0 0 0 sen cos O

0 0 o0 0 0o 1 0 0 0 O 0 1-

A equacéo 39 representa as matrizes, uma, a de rotagao e outra, a sua inversa.
Para o pértico da Figura 14 que tem seu elemento inclinado formando um angulo de
90° com a horizontal, deve-se substituir os senos e cossenos na equacao 39 pelos
senos e cossenos de 90 e multiplicar para transformar a matriz de rigidez de um
elemento de viga com angulo de 90° com a horizontal em uma matriz global. (VAZ,
2011).

Segundo Alves Filho (2013), para transformar a matriz de rigidez local que esta
a 90° com o plano horizontal em uma matriz global basta multiplicar a matriz de rotagéo
inversa da equacgao 39 pela matriz rigidez da equagao 06, [R™']. [K], e o resultado obtido

pela matriz de rotacdo R, como indicado a seguir:

= 0 0o = 0 0
0 -1 00 0 00 = % 0o -Z= 2|0 10000
[1 0 00 0 o] ol 4 _eE oz [-1 00 0 0 o]
00 10 00 L 1 L |0 01 0 0 0o
0000 -1 o0& , o, EA 4 0"000010()
L L
0 0 01 00 12E1 6EI 12EI e[ [0 0 0 100
00000 tl|jo - -5 0o = -—=llooo o o1
6EI 2EI 6EI 4EI
| 0 L2 T 0 - T
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Resultando na seguinte expresséo:

12EI 6EI 12EI 6EI
o v T Y oTTw
EA —EA
0 — 0 0 — 0
L L
6EI 4EI 6EI 2EI
= T = ° T
12EI 6EI 12EI 6EI (41 )
T - v 0 T
—EA EA
0 — 0 0 — 0
L L
6EI 2EI 6EI 4EI
-= 0 = = 0 =
L L L L

Como a ordem dos deslocamentos deve ser mantida a mesma em fung¢ao dos
esforgos resultantes (MCCORMAC, 2015), deve ser feita a troca de posigédo no vetor
dos deslocamentos, obtendo dessa forma a seguinte matriz de rigidez, que nada mais

€ 0 que a matriz da equacgao 06 transformada para um elemento a 90° com o eixo

horizontal:
- 12E 6EI 2B 6El
(Y1) L3 I T vh
EA —EA
X1 0 T 0 0 T 0 u1 (42)
6EI 4EI 6EI 2EI
e O R Y A
9 (= 1zm 6EI 12E1 6El |X
Y2 T 2 E 0 2 v2
—EA EA
X2 o = 9 o 2 o | |u
L L
\M2/ _ SEl 2El Ol o | Lo
L e L 12 L

A matriz de rigidez num sistema local de um elemento que esta paralelo ao eixo
X, € igual a ela mesma no sistema global (VAZ, 2011).

Ja uma matriz com inclinacéo diferente, deve ser analisada de acordo com o
angulo que ela forma com a horizontal, mudando os termos da matriz de rotagéo, que
sdo em fungao das relagdes trigonométricas seno e cosseno dos angulos, tendo que
ser refeito os calculos descritos desde a equagao 40 (ALVES FILHO, 2013).

Segundo Alves Filho (2013), para o pértico da Figura 14, tem-se um elemento
1 perpendicular ao eixo x, € um elemento 2, paralelo ao mesmo, nota-se que ha
esforgos tanto axiais como de flexdo, logo a montagem da matriz de rigidez é feita
primeiramente identificando-se os ndés do podrtico, e seus respectivos graus de

liberdade como mostrado na Figura 14.
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Como foi citado anteriormente, segundo Mccormac (2015), admite-se, de
acordo com a teoria dos pequenos deslocamentos que os esforgos axiais nao influem
nos esforgos de flexdo, obtendo-se como exemplo, para a primeira linha da matriz do

elemento 1, que esta perpendicular ao eixo x, 0s seguintes termos:

e Ki1=12EI/L3

e Ki2=0

o Kiz=-6EI/L?
o Kius=-12EI/L®
e Kis5=0

o Kie =-6EI/L?
e Ki7=0

e Kig=0

e Ki9=0

Segundo Alves Filho (2013), é importante entender o significado dos termos
Kij= 0 na montagem da matriz, por exemplo, K12 & igual a 0 porque a forga no grau de
liberdade 2 (j=2) devido a um deslocamento unitario no grau de liberdade 1 (i=1) é
igual a 0. Isso pode ¢é verdadeiro porque o grau de liberdade 1 esta associado a em
esforco de flexdo, enquanto o grau de liberdade 2, esta associado a em esforgo axial.
Da mesma forma todos os coeficientes Kjj da matriz que forem iguais a zero devem
ser interpretados.

Conforme descrito anteriormente, para Alves Filho (2013), a matriz de rigidez
de um elemento € uma matriz quadrada de ordem n, em que n € igual ao numero de
graus de liberdade que o elemento apresenta. Logo a matriz da Figura 14 tera 9 linhas
e 9 colunas.

Observa-se que, nos graus de liberdade 4,5 e 6 existem esforgos dos dois
elementos e também que nos termos K4 e Kss ha esforgos de flexao junto a esforgos
axiais, ja no Kes temos o mesmo tipo de esfor¢co s6 que dos dois elementos. (ALVES
FILHO, 2013).

Segundo Alves Filho (2013), o termo Ka4 e Kss da matriz [K] da estrutura sao
obtidos pela soma de um termo de rigidez a flexao e outro de rigidez axial. Nota-se

nque no elemento 1, o termo Ks4 esta associado a uma forga cortante enquanto no
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elemento 2, esta associado a uma forga axial enquanto o Kss esta associado a um
esforgo cortante no elemento 2 e axial no elemento 1.

Os graus de liberdade 1, 2 e 3 ndo provocam nenhum esforgo devido ao seu
deslocamento unitario nos graus 7, 8, e 9, e vice-versa, portanto, os coeficientes K17,
Kis, K19, K27, K2s, K29, K37, Kss, Kag, K71, K72, K73, Ks1, Ks2, Ks3, Ko1, Koz € Kos sdo iguais
a zero (ALVES FILHO, 2013).

Segundo Alves Filho (2013), conhecendo as propriedades da matriz de rigidez
global K e entendendo as transformagdes das matrizes locais em matrizes globais,
pode-se construir a equacgao de rigidez com a seguinte matriz [K] para o elemento de
portico da Figura 14:

(F), o (), (), 0 (%), o o o
0 (A—LE)1 0 0 (A—LE)1 0 0 0 0
(%), °o (B, @), 0 (), o0
%), °o &), @)@, o @), (9, o o
o (D), o o O, @, o (/) ®, @
(%), °o &), @), ), OO0, o (5, &),
0 0 0 ) 0 0 (-%) 0 0
oo 0o (Em(®, o @) ()
oo o0 @®®) o (), (9,

Onde {P} = [K[{0}, sendo {P} o vetor das forgas e {0} o vetor dos deslocamentos.

2.1.5 Modelagem Computacional

Com os atuais recursos computacionais torna-se possivel analisar os sistemas
estruturais em comportamento integrado de todos os seus componentes. Contudo,
pelo fato de esses sistemas serem usualmente muito complexos, essa nio é a pratica
na maioria das vezes, as teorias de analise sdo aproximadas e, ao iniciar o projeto,
nao se tem o dimensionamento geométrico definitivo de seus elementos, as agbes
nao tem determinagao rigorosa, as propriedades mecanicas os materiais costumam
apresentar variagdes em torno de seus valores caracteristicos e o processo

construtivo pode induzir pequenas imperfeicdes na estrutura. Por isso, adotam-se
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hipoteses simplificadoras para a construgdo do modelo matematico de analise da
estrutura (SORIANO, 2014).
Segundo Leet, Uang e Gilbert (2009, p.659):

Antes que os computadores se tornassem disponiveis, nos anos 1950, as
equipes de engenheiros podiam demorar varios meses para produzir uma
analise aproximada de um poértico espacial tridimensional altamente
indeterminado. Atualmente, entretanto, uma vez que o engenheiro
especifique as coordenadas dos nos, o tipo de no (articulado ou fixo), as
propriedades das barras e a distribuicdo das cargas aplicadas, o programa
de computador pode produzir uma analise exata em poucos minutos. A saida
do computador especifica as forgas em todas as barras, as reagdes e os
componentes de deslocamento de nés e apoios.

A introdugdo ao método da rigidez fornece uma nogao dos principios fisicos
abrangidos pelo método. Embora a codificagdo do método da rigidez seja simples, os
detalhes que formam parte de sua aplicagdo a quase todas as estruturas sao
cansativos para quem tentar encontrar a solugdo manualmente. Entretanto, sua
utilidade é resultado de sua adaptagao e aplicagdo em programas para computadores,
utilizando a manipulagao de equacgdes algébricas por meio de métodos matriciais, que
€ uma forma muito adequada para as linguagens computacionais existentes
(MCCORMAC, 2015).

Embora o computador tenha diminuido o tempo necessario para os calculos
em uma anadlise estrutural, o projetista ainda precisa ter um discernimento basico
sobre todos os tipos de falha em potencial para avaliar a confiabilidade das solugdes
geradas pelo computador. A preparagdo de um modelo matematico que represente
adequadamente a estrutura continua sendo um dos aspectos mais importantes na
analise (LEET; UANG; GILBERT, 2009).

A maioria dos programas de computador para analise de estruturas é escrita
para produzir uma analise de primeira ordem; isto é, eles presumem primeiramente,
que o comportamento € linear e elastico; que as forcas dos membros n&o sao afetadas
pelas deformagdes (mudanga na geometria) da estrutura e que nenhuma redugéo na
rigidez a flexdo é produzida nas colunas por forgas de compresséo. (LEET; UANG,;
GILBERT, 2009)

O nivel de simplificagcdo envolvido na concepgdo de um modelo estrutural
analitico pode ser muito variavel, mesmo no caso de modelo de barras. Como

exemplo, em um modelo de primeira ordem, é considerado que os deslocamentos dos
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pontos da estrutura sdo muito pequenos quando comparados com as dimensdes
geomeétricas de suas segdes transversais (MARTHA, 2010).

Ainda, Segundo Martha (2010), adotando essa hipotese é possivel estabelecer
condigdes de equilibrio na geometria original da estrutura (sem deformacdes),
facilitando muito o problema, pois ndo é necessario determinar os deslocamentos dos
pontos da estrutura para escrever a equacoes de equilibrio.

‘Em uma andlise de segunda ordem deve-se levar em consideragao os
deslocamentos na imposi¢cdo das condigdes de equilibrio, o que faz com que o
problema tenha um comportamento nao linear, € a chamada nao linearidade de ordem
geométrica” (MARTHA, 2010, p.409).

Uma forma aproximada de se realizar uma analise nao linear € através de uma
analise linear incremental explicita, onde a matriz de rigidez é atualizada para a carga

Af, e um novo incremento de carga Af € aplicado a estrutura para o célculo do novo

incremento dos deslocamentos (VAZ, 2011).

Para essa analise, segundo Vaz (2011), tém-se como primeiro passo, a
execucao de uma analise linear para determinar as forcas em cada barra, essa analise
e feita com a matriz global representada pela matriz elastica Ke. Em uma segunda
iteracdo, a matriz de rigidez total seria obtida pela soma da matriz elastica Ke com a
matriz geométrica Kq, obtida da primeira iteragcdo. Com as novas matrizes de rigidez,
um novo vetor de deslocamentos € calculado. Esse processo € repetido iterativamente
até a convergéncia do vetor dos deslocamentos d.

A problematica associada a concepcao de modelos discretos € comum tanto a
analise linear quanto a analise nao linear. Por isso, torna-se fundamental na
concepgao de modelos discretos, o uso de programas de computador (MARTHA,
2010).

Existe a possibilidade de inserir um nd (ponto de discretizagédo) no interior de
uma barra, subdividindo-a em duas, essa subdivisdo pode ser ilimitada, ou seja, pode-
se dividir elementos de barra em mais elementos conforme a necessidade da
estrutura, essa simplificacdo € conveniente para simplificar a acado de uma forca
concentrada no interior de uma barra ou de uma forga distribuida que abrange
parcialmente o vao da barra (MARTHA, 2010).

Também existem casos em que a discretizacdo pode ser um artificio de
modelagem que melhora a qualidade dos resultados, por exemplo, em uma barra com

secao transversal variavel, ao se discretizar em varios elementos de barra tem-se uma
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aproximacao para seu comportamento analitico e a qualidade dos resultados melhora
a medida em que mais elementos de barra s&o utilizados (MARTHA, 2010).

A geometria global do modelo é indicada através das coordenadas nodais,
definidas em um sistema de eixos globais, para cada no, fornecem-se um numero (ou
um indice) e suas coordenadas. Em um caso de estrutura plana, sdo as coordenadas
em relacéo aos eixos globais X e Y (MARTHA, 2010).

“As restricdes de apoios sédo informadas para cada n6 e indicam os graus de
liberdade fixos, livres ou com um apoio elastico” (MARTHA, 2010, p.418).

A maneira como as barras se interconectam, é fornecida pelo programa de
computador com base em uma informagdo que se costuma denominar incidéncia
nodal dos elementos. Essa informagdo permite que a matriz de rigidez global do
modelo seja montado de maneira muito eficiente. Para cada barra informa-se o
numero de seu no inicial e de seu né final. Esse numero € utilizado para definir suas
coordenadas (MARTHA, 2010).

Na informagao sobre os dois nés de uma barra, é importante a ordem em que
os indices sao fornecidos, pois definem o sentido do eixo local x da barra, orientando
a mesma do no inicial para o final (MARTHA, 2010).

A implementagdo computacional de um programa para analise de estruturas
reticuladas ou continuas precisa de muitos métodos e procedimentos para executar
uma analise estrutural, tais como estruturas de dados e procedimentos para a criagao
do modelo geométrico, geragao de um modelo discretizado, aplicagdo de atributos de
analise (propriedades dos materiais, carregamentos, condigdes de suporte, etc.) e
visualizagao de resultados sao fundamentais (MARTHA, 2010).

Segundo Martha (2010), para ilustrar de forma simplificada o tipo de informagao
que é fornecida para um programa de computador deve-se caracterizar os grupos de
dados necessarios para o programa realizar as seguintes tarefas:

1. Montar o sistema de equacdes de equilibrio do método da rigidez direta.

2. Resolver o sistema (determinando valores de deslocamentos e rotagdes dos
graus de liberdade livres).

3. Calcular reacdes de apoio.

4. Determinar os esforgos internos nas extremidades das barras nas diregdes de

seus eixos locais.
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E Martha (2010) ainda diz que, cada programa define um formato préprio para
esses dados, os tipos de dados, entretanto, s&o comuns a maioria dos programas e
podem ser classificados nos seguintes grupos:

e Coordenadas nodais e restrigdes de apoio;

¢ Incidéncia nodal das barras e propriedades dos seus materiais e das suas
secOes transversais — grupo que também fornece informacgdes sobre liberagdes
de continuidade, como em rotulas, por exemplo;

e Recalques de apoio;

e Cargas nos nos propriamente ditas;

e Carregamentos no interior das barras.

Em geral, um programa de computador fornece, em forma de texto, os esforgos
internos nas extremidades das barras de acordo com a direcdo de seus eixos locais.
Os valores seguem a convengao de sinais mostrada anteriormente na Figura 11. Para
transformar estes resultados textuais em um tracado de diagramas de esforgos
internos e preciso converte-los para a convengao usual adotada (MARTHA, 2010).

A andlise por computador é igualmente simples para estruturas determinadas
e indeterminadas. Contudo, se esta produzir resultados ilégicos, os projetistas
deverao considerar a forte possibilidade de que estdo analisando uma estrutura
instavel. (LEET; UANG; GILBERT,2009).

2.2 MATERIAIS E METODOS

Nessa secao, serao apresentados os materiais utilizados para a conclusdo dos
objetivos bem como a metodologia de emprego desses materiais. Primeiramente por
esse trabalho se tratar de uma pesquisa em referéncias bibliograficas, foram buscadas
informagdes acerca dos métodos a serem empregados em livros, dissertagdes de
mestrado, teses, entre outros, a fim de construir o conhecimento necessario para a
implementacgao do cédigo computacional a ser desenvolvido.

Serao descritos também os processos a serem realizados em computador,

além de uma explicagao prévia a respeito do software a ser utilizado.
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2.2.1 Gnu Octave

O Octave é um programa de linguagem aberta, que possui uma interface por
linha de comandos para a solugdo numérica de problemas lineares e/ou nao lineares
e implementar outros experimentos numéricos. E um "software" interativo voltado para
o calculo numérico. Faz analise numérica, calculo com matrizes, processamento de
sinais e construgao de graficos em ambiente facil de usar, onde problemas e solug¢des
sdo expressos somente como eles sao escritos matematicamente, ao contrario da
programacao tradicional, os elementos basicos de informagao € uma matriz que nao
requer dimensionamento (GNU OCTAVE, 2017).

O Octave possui muitas ferramentas para a solugdo numérica de problemas
comuns de algebra linear, para a determinacao de raizes de equagdes, polindbmios e
integracdo de equacdes diferenciais e equagdes diferencias algébricas. Programas
como o Octave s&o usados frequentemente no lugar de linguagens de programacgéo
cientifica como o C ou Fortran, por ja terem embutidas muitas ferramentas numéricas
e permitirem a visualizagao grafica dos resultados de forma mais facil. A versao do
Octave utilizada para este trabalho é a verséo 4.2.0 de 2016 (GNU OCTAVE, 2017).

2.2.2 Metodologia para a Analise

Figura 15 — Portico adotado para analise no Octave (2016)

rﬁﬂ kN

3m

3m 3m

Fonte: O préprio autor
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Usando o portico da Figura 15 como modelo para calcular a estrutura,
primeiramente, para se fazer a analise computacional, insere-se os dados necessarios
para as primeiras operagdes serem realizadas, como o Médulo de Elasticidade (E), a
largura da secéo da viga (bw), a altura da mesma (h), bem como a area (A) e o
momento de inércia (l), que se encontram em fung¢do da largura e da altura da secéo.
Também se faz algumas simplificagbes, para ndo precisar fazer uma multiplicagéo
varias vezes, é usada uma nova expressao que represente essa multiplicagdo nas
préoximas, por exemplo, para nao precisar multiplicar o momento de inercia pelo
modulo de elasticidade cada vez, é criada a expressdo El que funciona como um
atalho para essa operacao.

Em seguida foram definidas as coordenadas dos nés em pares ordenados no
plano cartesiano, onde x corresponde a primeira coluna representando o plano
horizontal e y a segunda correspondendo ao plano vertical.

Para idealizar a viga divide-se a mesma em dois elementos, um segmento do
nd 1 ao nd 2 e outro do n6 2 ao né 3, informando ao programa a quantidade de nés,
graus de liberdade em cada né e de elementos para calcular os esforgos solicitantes.

Informa-se também, a quantidade de graus de liberdade que existem em cada
no, os deslocamentos e as forgas na matriz inteira que gerara um vetor com nove
linhas e uma coluna, pois como mostrado, ha 3 graus em cada n6 e ao informar o
numero de nds encontra-se o total de linhas.

Define-se também as forgas externas que agem no elemento em em qual grau
de liberdade est&do atuando.

Como foi citado no item 2.1.1.2, € necessario definir as condicdes dos apoios
(condi¢des de contorno), definindo quais graus de liberdade estarao restringidos, por
exemplo, na viga bi apoiada do trabalho define-se que no primeiro né o grau de
liberdade relacionado a esforgo horizontal (grau de liberdade 1), e nos dois nds, as
forgas relacionadas ao cisalhamento (graus de liberdade 2 e 8) estardo restringidas.

Apos definidas estas caracteristicas, segue-se para a aplicagdo da matriz de
rigidez global onde, definindo o comprimento (L) de cada segmento encontra-se,
através de sua inversa, o vetor dos deslocamentos, que ao ser multiplicado pela matriz
individual de cada elemento, resulta nos esforgos internos solicitantes.

Encontrado os momentos fletores e os esforgos cortantes através da matriz de
rigidez, passa-se ao dimensionamento da area de ago necessaria para a viga em

questéo através de formulas e expressdes descritas na NBR 6118 (ABNT, 2014),
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onde, usando um fck para o concreto e um fyk para o ago (simbologia que representa
a resisténcia caracteristica do concreto a compressao e resisténcia caracteristica ao
escoamento do ago respectivamente), um cobrimento, um didmetro de estribo e um
didmetro de barra longitudinal arbitrarios, encontra-se uma altura util para a viga, a
posicdo da linha neutra para definir o dominio da viga, para seu posterior
dimensionamento.

Depois de definida a melhor solugéo para o dimensionamento da viga, passa-
se ao dimensionamento dos pilares, onde se define novamente uma se¢ao para o
mesmo, além de um fyk e um fck para o ago e o concreto a serem utilizados.

Como nao se sabe ao certo a posi¢cao da linha neutra do pilar, divide-se sua
altura total em 20 partes, e faz-se o programa calcular os momentos e os esforgos
normais resistentes para cada uma destas parcelas consideradas como posi¢ao da
linha neutra para um pilar em concreto simples (sem armadura).

Ap0Os esse procedimento, usando o ponto de maximo momento fletor resistente,
estuda-se os acréscimos de resisténcia provocados pela aplicagdo da armadura no
pilar, onde se encontram acréscimos de tragdo em um bordo e de compressao em
outro.

ApOs encontrar os acréscimos de resisténcia, compara-se 0 momento e o
esfor¢co normal resistente com o momento e o esforgo cortante gerado nos apoios da
viga, onde verifica-se se o pilar resiste as cargas e aos momentos do pértico em
questao, e o processo pode ser repetido para os demais pontos da linha neutra.

Entdo, apos realizada essa analise, os resultados obtidos com o
dimensionamento com o octave passam por um processo de comparagdo com 0s

resultados obtidos em um software comercial.
2.3 APRESENTACAO, ANALISE DOS DADOS E RESULTADOS
Para este trabalho foi usado primeiramente, como modelo, o pértico da Figura

15, mostrado anteriormente, porém pode ser usado para qualquer idealizagdo de

portico, desde que suas variaveis sejam aplicadas corretamente.
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2.3.1 Dimensionamento da Viga

Primeiramente, para a montagem do script, fazendo uma analise simples de
uma viga, sera adotado, como observado na Figura 16 a seguir, como primeiros
dados, uma base (bw) de 20 cm e uma altura (h) de 40 cm. O fck adotado para os
calculos é o do concreto C25 é 25 Mpa e o fyk do ago é igual a 500 Mpa. Para os
célculos é adotado um modulo de elasticidade igual a 33,6 Gpa. A NBR 6118 (ABNT,
2014) define que pode ser admitido o valor de 210 Gpa para o ago na falta de ensaios
ou valores fornecidos pelo fabricante, porém para o concreto usa-se um valor de
1,2.5600.\fck para concretos de classe C20 a C50 com agregado gratido de basalto

(por isso o uso do 1,2), o que resulta em 33,6 Gpa para um fck de 25 Mpa.

Figura 16 - Viga exemplo para uso no octave

150 kN

|
= EIcE

—
20cm

-

[7+7+4

Fonte: O préprio autor

Com a base € a altura da viga define-se a area da secéo transversal (A) formula
multiplicando um valor pelo outro e também o momento de inércia (1), que em uma
secao retangular é obtida multiplicando a base pela altura elevada ao cubo e dividindo
o resultado por 12 obtendo um A= 0,08 m2e um | = 0,001067 m*.

Como a viga representada na Figura 16 possui 6 m de comprimento e a carga
aplicada esta no centro da viga, divide-se a mesma em 2 elementos, definindo em um
sistema de coordenadas, como explicado no item 2.1.3 e mostrado na Figura 17 e a
posicao dos nds nas extremidades desses elementos. Como se trata de uma analise
plana da viga, coloca-se no eixo x, os valores correspondentes ao comprimento na
horizontal, e em y, o valor correspondente ao eixo vertical que na viga da Figura 16 &
constante, obtendo os seguintes pares ordenados: para o n6 1 tem-se x=0 e y=0, para

ond 2, x=3 e y=0 e para o n6 3 x=6 e y=0.
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Figura 17 — Representag¢ao no sistema de coordenadas

150 kN
y] 4 3
J | 4

! } |
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Fonte: O préprio autor

Desse modo, define-se que o elemento 1 tem um comprimento que varia em x
do n6 1 ao nd 2, correspondendo a 3 m e o elemento 2 que varia do n6 2 ao n6 3
também possui 3 m de comprimento, logo o L a ser adotado € automaticamente
calculado pelo octave e posteriormente usado na matriz de rigidez.

E necessario informar ao programa a quantidade de graus de liberdade em
cada no para que este saiba informar quantos deslocamentos serdao encontrados, na
viga da figura s&o 3 graus em cada no. Também é necessario informar quais
deslocamentos serao restringidos, como a viga tem em seus apoios uma condi¢c&o de
engastamento, os graus de liberdade do primeiro né (1,2 e 3), e os do terceiro (7,8 e
9) serao adotados como graus restringidos e ndo gerarao deslocamentos no vetor,
pois seu valor € nulo.

Para o programa informar a matriz global sdo usadas equagdes que
determinam o numero de coeficientes de rigidez da matriz em fungédo do numero de
nds, pois como existem 3 graus de liberdade em cada n6 e na viga da figura existem
3 nos, gerardao uma matriz de ordem 9, com 9 coeficientes ordenados na matriz de
acordo com a ordem de cada grau de liberdade.

A seguir foi definida uma forgca aleatéria para ser usada, foi colocada no
segundo né, no grau de liberdade 5, uma forga de 150kN, que pode ser interpretada
como um esforgo cortante de outra viga que esta apoiada sobre a mesma. Para
encontrar os deslocamentos e depois os esfor¢os internos, é formado o seguinte vetor

de forgas:
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(44)
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A matriz gerada pode ser multiplicada pela matriz de rotagdo, porém, como se
trata de uma viga e as coordenadas em y sdo iguais a zero, a matriz de rotagao sera
igual a matriz identidade, o que faz com que a matriz global seja igual a matriz local,
entao, ao substituir os valores de E, I, A e L, que foram especificados no inicio dessa

secao, geram a seguinte matriz global (K1):

K, =
-896000 0 0 896000 0 0 0 0 0

0 15929 23893 0 15929 23893 0 0 0

0 23893 47787 0 -23893 9.5573e 0 0 0
896000 0 0 1792000 0 0 896000 0 0

0 -15929 -23893 0 31858 0 0 -15929 23893 |(45)

0 23893 23893 0 0 95573 0 23893 23893

0 0 0 -896000 0 0 896000 0 0

0 0 0 0 15929 -23893 0 15929 -23893

0 0 0 0 23893 23893 0 23893 47787

Como explicado na secado 2.1.4, o vetor das forgas € igual a matriz de rigidez
vezes o vetor dos deslocamentos, porém, no script, 0 que se procura sao 0s
deslocamentos, logo, deve-se multiplicar a inversa da matriz de rigidez global pelo
vetor de forgas. O octave tem algumas fungdes predefinidas, que podem ser usadas
para facilitar o trabalho, por exemplo, a matriz inversa da matriz de rigidez global é
obtida colocando o comando “inv”’ na frente a matriz como mostrado na equagao a

sequir:

U=inv[K;].[F] (46)

Gerando o seguinte vetor de deslocamentos como resposta:
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—0.75335 (47)

0,00

0,00
= ]

Como os graus de liberdade restringidos ndo geram resposta no programa por
serem nulos, faz-se necessario o uso de um vetor de deslocamentos total

considerando os deslocamentos nesses graus igual a zero como no vetor a seguir:

0,00
0,00
0,00
0,00
U =|(-0.0047084
0,00
0,00
0,00
0,00

(48)

Para encontrar os esforgos solicitantes no primeiro elemento, através do vetor
dos deslocamentos, usa-se a matriz de rigidez do primeiro elemento, que é uma matriz
6x6 pelos 6 primeiros elementos, ou pode-se usar a matriz do segundo elemento
multiplicada pelos elementos da quarta a nona linha do vetor como mostrado nas

equacodes a seguir:

F, =
896000 0 0  —896000 0 0 0,00
[ 0 15929 23893 0 —15929 23893] [ 0,00 }
0 23893 47787 0 23893 9.5573¢| | 0,00 (49)
—896000 0 0 1792000 0 0 | o000 |
0 ~15929 — 23893 0 31858 0 | —0.0047084]
0 23893 23893 0 0 955731 | 000 |
F, =
1792000 0 0  —896000 0 0 11 0,00
0 31858 0 0 ~15929 23893 | |—0.0047084
0 0 95573 0 23893 23893 | | 0,00
—896000 0 0 896000 0 0 0,00 (50)
0 ~15929 —23893 0 15929 —23893 0,00
0 23893 23893 0 —23893 477870 L 0,00

Resultando nos seguintes vetores de esforgos:
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0 7 0
75 =75
e e L e (51)
=75 75
1112,5] [—112,5]

Interpretando esses resultados, tem-se que:

e O grau de liberdade 1 corresponde a um esforgo normal no apoio de 0 kN

e O grau de liberdade 2 corresponde a um esforgo cortante no apoio de 75 kN

e O grau de liberdade 3 corresponde a um momento fletor no apoio de 112,5
kKN.m

e O grau de liberdade 4 corresponde a um esforgo normal no centro de 0 kN

e O grau de liberdade 5 corresponde a uma variagao no esforgo cortante no
centro de - 150 kN, passando de 75 a -75 kN.

e O grau de liberdade 6 corresponde a um momento fletor no centro de 112,5
kKN.m

e O grau de liberdade 7 corresponde a um esforgo normal no apoio de 0 kN

e O grau de liberdade 8 corresponde a um esforgo cortante no apoio de 75 kN

e O graude liberdade 9 corresponde a um a um momento fletor no apoio de 112,5
kN.m

Logo, para o dimensionamento da armadura longitudinal, pode ser usado como
momento no primeiro apoio, o valor absoluto do elemento F1 [3,1]. Para o momento
no centro, os valores absolutos tanto do elemento F1 [6,1] como do F2 [3,1], que séo
iguais e para o segundo apoio, o valor absoluto do elemento F2 [6,1].

A seguir, passa-se ao dimensionamento da armadura para resistir a esses
esforgos solicitantes. Adotando um concreto C25, com fck igual a 25 Mpa.

Como valor, calculando primeiramente para 0 maximo momento positivo, que
esta no meio do vao, adota-se para o primeiro momento, o elemento F1 [6,1] que é
igual a 112,5 kN.m multiplicado pelo fator de seguranga que majora a solicitagdo em
40%, definido em norma, resultando em um momento de calculo (Md) igual a 157,5
kKN.m. Isso se faz porque deve-se garantir que o momento resistente usado para o

dimensionamento da viga seja maior ou igual ao momento solicitante.
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Segundo a NBR 6118 (ABNT, 2014), em seu item 17.2.2, a distribuicdo de
tensdes no concreto se faz de acordo com o diagrama parabola retdngulo com tens&o
de pico igual a 0,85 fcd, com fcd definido conforme a classe do concreto a ser utilizado.
Esse diagrama pode ser substituido pelo retangulo de altura 0,8 x (onde x € a

profundidade da linha neutra), com a seguinte tensgo:

e 0,85 fcdno caso da largura da segcédo, medida paralelamente a linha neutra,
nao diminuir a partir desta para a borda comprimida, ou seja, a segao
permanecer retangular;

e 0,80 fcd no caso contrario.

Como mostrado na Figura 18, o momento de calculo em relagcdo ao bordo
superior € igual a componente de tracdo (Fs) vezes o brago de alavanca
correspondente a altura util da se¢éo (d), que gera um momento no sentido horario,
menos a componente de compressao (Fc) vezes o brago de alavanca (y/2), que gera

um momento no sentido anti-horario.

Figura 18 — Diagramas de tensdes e deformacgdes para flexao simples

::iti:?al Vista Deformacgoes
frontal possiveis
A a;ﬂ'%cd Fc
e d?ﬁ.s Mo y=08x z
i R
. P
As Fs
bw

Fonte: Carvalho e Figueiredo Filho, 2015

Logo, para encontrar a linha neutra e verificar a qual dominio a viga esta

submetida deve-se usar a equacao:

Md=-0,85*fcd*0,8*x*bw*% +0,85*fcd*0,8*x*d*bw (52)

Onde:
e x é profundidade da linha neutra em relacdo ao bordo superior, que € a
profundidade do local onde as tensdes na viga teoricamente sdo nulas.
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e d é a altura util, que corresponde a distancia do centro de gravidade da
armadura longitudinal até a face correspondente ao bordo comprimido da viga.
Encontrada através da altura total, subtraindo o cobrimento, o didmetro do
estribo e a metade do didmetro da barra longitudinal (para uma camada de
barras, quando houver duas, o centro de gravidade fica entre as duas, quando
houver 3, fica no centro da segunda camada, e assim por diante). Na viga
dimensionada no octave, foi adotado um cobrimento de 3 cm, estribo de 0,5
mm e barra de 16mm, todos com suas unidades em m, obtendo como d, o
resultado de 0,357m.

e bw é a base da viga, que como dito anteriormente € igual a 20 cm, que também
deve estar em metros.

e fcd é o fck do concreto dividido por 1,4, no caso do concreto C25, com fck de
25, é igual a 17,857 Mpa.

e Md é o momento de calculo obtido através do método da rigidez que foi
majorado em 40%, como a unidade do fyd estda em Mpa o momento a ser
utilizado deve estar e MN.m, portanto deve-se dividir o 189kN.m por 1000,
obtendo dessa forma 0,189MN.m.

Como a linha neutra, supostamente € o local onde as tensdes séo nulas, para

encontra-la basta transformar a equagao acima resultando em:

0,272.fcd.bw.x? - 0,68.fcd.dbw.x + Md =0 (53)

Resolvendo esta equacao, encontram-se, como em todas as equacgdes do
segundo grau, duas respostas, porem uma delas resulta em uma posigao fora da viga,
logo, adota-se a resposta coerente, encontrando para x o valor de 0,25388m.

Ap6s encontrar o valor da profundidade da linha neutra, compara-se este com
o valor da altura util, para verificar a qual dominio a viga estd submetida., onde seus
limites sdo obtidos a partir de x em fungéo de d e s&o definidos a seguir conforme a
figura e a equagao a seguir:
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Figura 19 - Dominios de estado-limite ultimo de uma secéo transversal

Alongamento Encurtamento

Fonte: NBR 6118, ABNT, 2014

Onde, segundo a norma NBR 6118 (ABNT, 2014), o valor de ¢cu para concretos

de classe C20 até C50 é igual a 0,35%, e para encontrar o limite entre dominios usa-

se a formula:

(gi) % d (54)

Ecut &s
Onde ¢; e g, para cada dominio sdo definidos da seguinte maneira:

e Dominio 1: &=1% e ¢, com limites em - 1% e 0 ( &5 constante)
e Dominio 2: &, = 1% e ¢, entre 0 e 0,35% (&; constante)

e Dominio 3: ¢, =0,35% e & entre 1% e ¢,4.(¢., cOnstante)

e Dominio 4: ., = 0,35% e & entre ¢4 € 0.(g., cOnstante)

e Dominio 4a: ¢, = 0,35% e &, menor que 0.(¢., constante)

e Dominio 5: ¢, entre 0,35% e 0,2 % e &, entre 0 e -0,2%

E para os limites dos dominios em fungao da linha neutra (x) e do tipo de ago
utilizado CA 30 (&4 = fcd/E = 500/1,4.210 000 = 0,207%), encontram-se:

e Dominio 1: x corresponde a qualquer valor menor ou igual a 0 (fora da sec¢ao).

e Dominio 2: x entre 0 e qualquer valor menor ou igual a 0,259d
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e Dominio 3: x entre 0,259d e qualquer valor menor ou igual a 0,628d
e Dominio 4: x entre 0,628d e qualquer valor menor ou igual a d
e Dominio 4a: entre d e qualquer valor positivo maior que d (fora da se¢ao)

e Dominio 5: entre d e qualquer valor positivo maior que d (g.,/0).

Para o calculo da area de ago na viga de concreto armado sdo usados
principalmente os limites entre os dominios 3 e 4 pois conforme a NBR 6118 (ABNT,
2014), deve-se evitar o dimensionamento com a posigao da linha neutra no dominio
4, pois 0 mesmo esta associado a ruptura fragil do elemento.

Como 0,628d foi igual a 0,224m, e o x resultou maior que este valor e menor
que d, a viga encontra-se no dominio 4, havendo a necessidade de posicionar uma
armadura dupla para resistir a compressao e diminuir a posicao da linha neutra para
que esta fique no dominio 3.

Anorma NBR 6118 (ABNT, 2014, p.122) em seu item 17.2.3 diz que: “Nas vigas
€ necessario garantir boas condi¢cdes de dutilidade respeitando os limites da posigéo
da linha neutra (x/d) dados em 14.6.4.3, sendo adotada, se necessario, armadura de
compressao”.

“Para proporcionar o adequado comportamento dutil em vigas e lajes, a posi¢cao
da linha neutra no ELU deve obedecer aos seguintes limites: a) x/d <0,45, para
concretos com fck < 50 MPa; b) x/d < 0,35, para concretos com 50 MPa < fck < 90 Mpa”
(NBR 6118, ABNT, 2014, p. 91).

Portanto para se calcular a parcela do momento que a armadura dupla deve
resistir, usa-se a posicao limite da linha neutra (xlim) que é igual a 0,45d, na formula:

Md;i, = (0,8 * xlim * bw * 0,85 * fcd) * (d — 0,4 * xlim) * 1000 (55)

Que é a mesma formula que a da equagao numero 53, sé que a incégnita é o
momento, que foi multiplicado por 1000 para se ter a resposta em kN.m. A barra que
sera adotada para os calculos primeiramente € a com o didmetro de 10mm. Apds essa
escolha, encontra-se o d’ através da soma do cobrimento com o didmetro do estribo
e a metade do didmetro da barra longitudinal, que tem como resultado 0,04m.

Encontra-se um valor de x’ subtraindo d’ de x resultando em 0,16065 - 0,04 que

e igual a 0,12065. Esse x deve ser multiplicado pela deformagdo especifica de
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encurtamento do concreto na ruptura que é 0,35%, e entdo dividido pelo xlim,
resultando em 0.0028755 que € a deformacéo especifica do ago obtida em x’ (E’s), a
ser utilizada para verificagao.

Também deve-se encontrar a deformacao especifica do ago maxima antes do
patamar de escoamento (Eyd) que é igual a fyd/E resultando em 0,207 %.

Usando a funcéo “if”, o octave compara-se os resultados:

Se E’s for maior que a Eyd, que é o caso desta viga pois 0,00287>0,00207,

usa-se A’s =fyd, e se for menor que 0,00207, usa-se A’s = E.E’s. Ja para encontrar

a area de ago da armadura dupla, usa a equagao:

(M_sd _ Mdlim) (56)
A's = 1000 _ 1000
(d—d )*A’s

Novamente dividindo por 1000 os momentos, para transforma-los em MN.m,
onde se obtém uma area de aco igual a 3,14.10* m? que deve ser dividida pela area
da secdo de cada barra isoladamente para encontrar o0 numero de barras a ser
utilizado para cada diametro. Resultando em:

10,075 barras de 6,3 mm, tendo que adotar 11
e 06,2483 barras de 8,0 mm, tendo que adotar 7
e 3,9989 barras de 10 mm, tendo que adotar 4
e 2,5593 barras de 12,5 mm, tendo que adotar 3
e 1,5621 barras de 16 mm, tendo que adotar 2

e 0,99973 barras de 20 mm, tendo que adotar 1

Ou seja, para esta viga adota-se 4 barras de 10,0 mm, ndo se adota valores
menores que duas barras, pois sao necessarias 2 barras pelo menos para fazer a
amarracao do estribo. Também podem ser escolhidas 3 barras de 12,5mm, cabe ao
projetista escolher a melhor opgao.

O ideal é refazer os calculos com o didmetro de 12,5, caso a mesma seja
escolhida pois foi adotado inicialmente um diametro de 10 mm, logo, pode-se trocar a
barra no calculo resultando no final em uma nova area de agco, mas com pouca

variacao em relagao a primeira, ainda sendo como resposta 3 barras.
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Ap6s encontrada a area de ago necessaria para resistir a parcela de
compressao a qual o concreto ndo resiste sozinho, passa-se para o dimensionamento
da armadura sujeita a tragao.

Para o inicio dos calculos da armadura que deve resistir a tragao, deve ser

encontrada a resisténcia limite do concreto a compressao, que € de:
Rcclim = 0.8 * xlim x bw * 0.85 * fcd (57)

Resultando em 0,39015 Mpa. A resisténcia a tragao (Rst) deve ser igual a
resisténcia limite do concreto a compressao (Rcclim) mais a parcela resistente a
tracdo da armadura dupla (R’st), onde R’st é igual a tensédo A’s (fyd, ou seja 500/1,15
que é igual a 434,78 Mpa) multiplicada pela area de ago encontrada A’'s = 3,14.10* m?
resultando em R’st = 0,13656 Mpa e Rst = 0,5267 Mpa.

Para encontrar a area de ago necessaria para a tragao (As), divide-se Rst por
A’s, obtendo como resposta 0.0012114 m2. Deve-se verificar a armadura minima que
na norma deve ser igual a 15%, da area total da secao, logo, é especificada pela

formula:
Asmin = 0,0015 « bw x h (58)

Resultando em uma area minima de 0,00012 m?, portanto, como a area é maior
que a area minima, e a area calculada que sera utilizada. Também se faz a verificagao
da area maxima que € igual a 4% da area da secéo transversal (substituindo 0,0015
da formula 58 por 0,04 e somando a area de aco de ambos os bordos para esta
verificagdo). Onde As resultou menor que a area maxima podendo ser mantida a

secdo. E em barras ficaria dividida como:

e 38,862 barras de 6,3 mm, tendo que adotar 39
e 241 barras de 8,0 mm, tendo que adotar 25

e 15,424 barras de 10 mm, tendo que adotar 16

e 99,8715 barras de 12,5 mm, tendo que adotar 10
e 06,0251 barras de 16 mm, tendo que adotar 7

e 3,8561 barras de 20 mm, tendo que adotar 4
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E por ultimo, verifica-se o numero de barras que pode ser colocado por camada,

adotando um espagamento de 2 cm entre as barras que se da pela férmula:
N = (bw — 2 x cob — 2 x est + Esp)/(dm16 + Esp) (59)

Resultando, para um didametro de 16 mm (dm16), que s&o os 16 mm, ou
0,016m), um cobrimento de 3cm (cob), com espagamento de 2 cm entre barras (esp.
disposto em na NBR 6118, ABNT, 2014 como o maior valor entre: 2cm ou 1,2 vezes
a maior dimensao do agregado graudo ou o didmetro da barra) e base de 20 cm (bw),
um valor de 4,16 barras por camada sendo adotada 4 barras.

O ideal é trocar o centro de gravidade da armadura para uma posigao entre as
duas camadas, onde segundo a NBR o espagamento entre essas camadas na
transversal € o maior valor entre: 2 cm; 0,5 vezes a maior dimensao do agregado; ou
o didmetro da barra. Onde havera aumento na area de ago e consequentemente no

numero de barras. Encontrando como melhor resposta:

e 4 barras de 12mm para a compressao

e 7 barras de 16mm para a tragao
Resultando na disposigdo mostrada na Figura 20, a seguir:

Figura 20 — Detalhamento da segao da viga

g~ 4 barras de 12,5 mm

|~ Estribo de 5 mm

Fonte: O préprio autor

7 barras de 16 mm
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Caso a forga no grau de liberdade 5 seja trocada por uma forga menor, como
por exemplo uma forgca de 50 kN, o processo se repete até o calculo da profundidade
da linha neutra. Mas nesse caso, a viga cairia no dominio 3 e antes do limite imposto
para a ductilidade e ndo haveria a necessidade de calcular armadura para a
compressao, logo, através do comando “if”, o octave ndo calcula essa armadura pois
€ imposto como condigdo ao programa, que ele so6 calcule essa situagdo quando o x
for maior que 0,45d.

Entdo o programa usa apenas a férmula:

__ 0.85*fcd*bw*0.8*x (60)

As
fyd

Definindo a area de ago necessaria, As igual a 3,6495.10 m?, porém a area
de aco minima ainda deve ser verificada, pois se a area calculada der menor que a
area minima, o que ndo acontece nesse caso, € a area minima que deve ser utilizada
como area de ago. Além da area maxima, que caso seja atingida deve-se aumentar a
area da secao. Por isso, essas formulas localizam-se fora do comando, e apds essa

verificagao, é feito o calculo do total de barras para cada diametro:

e 11,708 barras de 6,3 mm, tendo que adotar 12
e 7,26 barras de 8,0 mm, tendo que adotar 8

e 4,6467 barras de 10 mm, tendo que adotar 5

e 2,9739 barras de 12,5 mm, tendo que adotar 3
e 1,8151 barras de 16 mm, tendo que adotar 2

e 1,1617 barras de 20 mm, tendo que adotar 2

Apos feito o dimensionamento no centro da viga, € necessario repetir o
processo nos apoios, pois existem momentos negativos nos mesmos, porém, so é
preciso repetir o codigo e, ao invés de usar F1(6,1) como momento solicitante, usa-se
os valores absolutos de F1(3,1) para o primeiro apoio e F2(6,1) para o segundo apoio,
onde ambos sao iguais a 112,5 kN.m.

Esse processo obtém como respostas as mesmas do momento no centro do

vao, por ter como valor o mesmo momento para cada posigao.
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Portanto ao adotar a mesma forga de 150 kN, como no primeiro caso, resulta
em 4 barras de armadura para compressao de 12,5 mm, e 7 barras de 16mm, porém,
por se tratar de um momento negativo, para a segao no apoio, estarao dispostas na
viga de maneira diferente, com as barras para compressao embaixo e as barras de

16 mm em cima.
2.3.2 Dimensionamento dos Pilares

Como os momentos e os esforgos cortantes da viga sdo 0s mesmos nos dois
apoios, pode-se calcular apenas um pilar e definir as mesmas caracteristicas para
ambos 0s apoios.

Novamente é sao definidos e informados ao octave, alguns parametros como
a base do pilar (b) igual a 0,2 m e a altura (h1, pois se informar com h, havera conflito
de informacgdes pois na viga a altura ja foi chamada de h) igual a 0,5 m. Também é
informado o fck, para o pilar nomeado como fckp e igual a 30Mpa, para ser diferente
do da viga, e o fyk, que no ago CA-50 é 500 Mpa.

Primeiramente, como a carga pode né&o estar perfeitamente centrada no pilar,
supde-se que a altura da viga seja dividida em 20 partes e cada uma dessas posi¢des
seja definida como possivel posigao para a linha neutra.

Ap0s definidas as possiveis posigdes para a linha neutra, deve-se encontrar os
20 momentos (um para cada posigao da linha neutra), e os 20 esforgos normais a que
a secao resiste (idem), sendo primeiramente estudada uma segéo de concreto simples
e depois calculado o acréscimo de resisténcia fornecido pela armadura, a fim de
compara-los com os momentos e esforgos cortantes que a viga transmite, em forma
de momento e esforgo normal ao pilar.

A formula para encontrar o momento resistente do pilar, consiste em:
Mdi = (0.68 * b * fedp) * xLN (i) * (5 — 0.4+ xLN (1)) (61)

Onde:
e Mdi = € o momento resistido pela se¢do do pilar na posigao i da linha neutra,
onde i representa a linha no vetor obtido com a divisdo da altura em 20 partes.

e b é alargura da dimensao adotada como base para o pilar, de 0,2 m



vetor:
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fcdp é o fcd do pilar, que por sua vez é o fck de 30 Mpa dividido por 1,4, ou seja
21,43Mpa.

xIni € a posi¢ao da linha neutra, obtida para cada linha do vetor resultante no
octave, que varia da posig¢ao 0,00 até 0,5m.

h1 b é a largura da dimensao adotada como altura para o pilar, de 0,5 m.

Da divisdo da altura em 20 partes, incluindo também a posigéo 0, obtém-se o

0,000 7
0,025
0,050
0,075
0,100
0,125
0,150
0,175
0,200
0,225
xln = 10,250

0,275 (62)
0,300
0,325
0,350
0,375
0,400
0,425
0,450
0,475
10,500

E Md, para cada uma dessas posicdes de xIn resulta em:

Md1 =0 MN.m

Md2 = 0.017486 MN.m
Md3 = 0.033514 MN.m
Md4 = 0.048086 MN.m
Md5 = 0.061200 MN.m
Md6 = 0.072857 MN.m
Md7 = 0.083057 MN.m
Md8 = 0.091800 MN.m



Md9 = 0.099086 MN.m
Md10 = 0.10491 MN.m
Md11 =0.10929 MN.m
Md12 =0.11220 MN.m
Md13 =0.11366 MN.m
Md14 = 0.11366 MN.m
Md15 =0.11220 MN.m
Md16 = 0.10929 MN.m
Md17 = 0.10491 MN.m
Md18 = 0.099086 MN.m
Md19 = 0.091800 MN.m
Md20 = 0.083057 MN.m
Md21 = 0.072857 MN.m

E para encontrar o esfor¢co normal, é usada a férmula:

Nd = (h1/2 — 0.4 * xLN (i)

Resultando em:

Nd1 = 0.00000 MN
Nd2 = 0.07286 MN
Nd3 = 0.14571 MN
Nd4 = 0.21857 MN
Nd5 = 0.29143 MN
Nd6 = 0.36429 MN
Nd7 = 0.43714 MN
Nd8 = 0.51000 MN
Nd9 = 0.58286 MN
Nd10 = 0.65571 MN
Nd11 =0.72857 MN
Nd12 = 0.80143 MN
Nd13 = 0.87429 MN
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e Nd14=0.94714 MN
e Nd15=1.02000 MN
e Nd16 =1.09286 MN
e Nd17 =1.16571 MN
e Nd18 =1.23857 MN
e Nd19=1.31143 MN
e Nd20 =1.38429 MN
e Nd21=1.45714 MN

Ambas obtiveram 21 respostas por considerar a primeira posigdo da linha
neutra como 0 m.

Depois de calculado a momento e o esforco normal para cada posi¢ao de xIn,
passa-se ao calculo do acréscimo de resisténcia fornecido pela armadura, que
também deve ser calculada para cada posi¢ao da linha neutra.

Nesta parte, deve-se analisar como as barras estdo dispostas no pilar, para
efetuar os calculos, no pilar adotado para este script, estdo sendo usadas, a principio,

6 barras de 16 mm como na figura a seguir:

Figura 21 — Pilar para analise inicial

[® ]

[ 7/

6 barras de 16 mm

~,

e o

AN

Fonte: O préprio autor

Também deve ser informada a deformagao especifica maxima do ago no pilar
(no octave definido como Eydp), para encontrar os acréscimos de resisténcia a tragao
e a compressao fornecidos pela armadura. Que para o ago CA-50 e modulo de
elasticidade (E) igual a 210 Gpa, ¢é igual a 0,207 %.



76

Com os valores de xIn encontra-se os valores das deformacdes do a¢o no bordo
comprimido e no bordo tracionado da segao (EsA1 e EsA2), para cada posi¢éo atraves

das formulas:

EsA1 = 0.0035 * (xIn — 0,9 * h)/xIn. (64)
EsA2 = 0.0035 * (xIn- 0,1 * h) /xIn. (65)
Onde:

e 00,0035 é a deformacao especifica de encurtamento do concreto na ruptura,
definida na norma;

e xIn é aleatoriamente definido com cada posi¢ao da linha neutra, onde no script,
foi escolhido de acordo com a posi¢ao do maximo momento resistente, sendo
igual a 0,31250 m;

e 0,9h e 0,1h sao definidos como posi¢des das armaduras no bordo comprimido

e tracionado.

Através dos valores de EsA1 e EsA2, onde EsA1 é igual a -0,00154 e EsA2 é
igual a 0,00294.

Nas respostas acima, os valores positivos denotam compressao — notacao
diferente da usual. Portanto, a armadura em 0,1h estara encurtando enquanto a
armadura em 0,9h estara alongando para esta posi¢cao da linha neutra. E no script

entdo sao definidos os acréscimos de resisténcia a tragcao pelas férmulas:

Acrt = EsA1/Eydp * fydp (66)
Acrt = fydp (67)

Existem dois casos, se EsA1 for menor que Eydp, usa-se a férmula 66, e se for

maior, a usa-se a formula 67. Ja a resisténcia a compressao é dada por:

(68)
(69)

Acrc = EsA2/Eydp * fydp
Acrc = — fydp
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Onde deve-se analisar o EsA2, do mesmo modo que EsA1 para escolher entre
a férmula 68 ou 69. Obtendo como resposta para o acréscimo de tracéo, -323,40Mpa,
cujo sinal pode ser desprezado, e para a compressao, 0 mesmo valor de fydp que é
de 434,78 Mpa.

Para calcular o acréscimo de esfor¢go normal (no script identificado como Fsdp)
devido a armadura deve-se somar as duas parcelas (Acrt + Acrc) e encontrar através
da formula:

70
Fsdp = (Acrc + Acrt) = Asp (70)

Onde Asp ¢ definido pela quantidade de barras na camada vezes a area de ago
da barra escolhida e que para esse calculo, foram usadas 2 barras de 16mm.
Encontrando para o Fsdp o valor de 0,04479 MN.

E para o acréscimo de momento fletor (definido como Msdp), com a férmula:

Msdp = 0.4 % Acrc * h1 % Asp + abs(0.4 * h1 * Acrt  Asp) (71)

Onde Asp ¢ 2*fide16, e fide16 no octave, € a area de ago da barra de 16 mm,
que € multiplicado por 2 por serem duas barras por camada, e abs € um comando que
adota o valor absoluto, ou seja, positivo, da expresséo.

Encontrando para Msdp o valor de 0.060977 MN.m.

ApO6s encontrar os acréscimos devidos a armadura (Fsdp e Msdp), soma-se 0s
mesmos com o momento e o esforgo normal resistentes da segao de concreto simples,

encontrando como resposta os valores de:

(72)

Ndr = (Nd + Fsdp) = 0,80372 MN.
(73)

Mdr = (Md + Msdp) = 0,15584 MN.m.

Lembrando que esses valores s&o para a posi¢cao 0,31250 m da linha neutra.
Para as demais posicoes deve ser refeito os calculos desde quando foram
encontrados os momentos e esfor¢os normais na se¢ao de concreto simples, e adotar
os valores corretos para a nova posigao.

Para completar a analise nos pilares verifica-se que os momentos e esforgos

normais atuantes transmitidos pela viga através de seus momentos e esforgos
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cortantes aplicados em uma matriz de rigidez montada para o pilar, sdo menores que
os resistentes podendo o pilar ter essa secéo.

Nesse dimensionamento, foi considerada apenas uma for¢a de 150 kN aplicada
ao centro a viga, considerando essa forga como um esforgo cortante de outra viga,
porém existem as cargas permanentes de peso préprio, de paredes, da laje que esta
apoiada sobre a viga e cargas acidentais devido ao uso da estrutura, que sdo cargas
que devem ser consideradas como distribuidas e também devem ser analisadas para
o correto dimensionamento da viga.

Logo, para efeito de calculo deve-se transformar esta carga distribuida, em
esforcos e rotacdes que possuam um efeito semelhante nos nés da estrutura, como
esta viga € uma estrutura bi engastada, usa-se as formulas de acordo com as
condicbes de engasgamento, que para 0sS apoios e para O centro possuem

respectivamente momentos iguais a:

q=l*>  qxl?
T (74)

Supondo que a carga acidental na laje seja de 2kN/m? (de acordo com a norma
NBR 6120 para edificios residenciais), somada com a carga de peso préprio da laje
que em concreto armado, segundo a NBR 6120, possui um peso especifico e 25 kN/m?
mais piso, etc. Adota-se entdo uma altura de 15 cm ficando a carga em torno de 3,75
kN/m2. Adotando para esta laje uma area de 36m? e sendo a mesma bi apoiada,

transfere-se metade da carga para a viga do exemplo, resultando em uma carga de:

(243,75)%36
2%6

= 17,25 kN/m (75)

Somada com a carga da parede (que para paredes em alvenaria com tijolos
furados, segundo NBR 6120, possuem um peso especifico de 13 kN/m3, (adotado
15kN/m?), que deve ser multiplicado pela altura e espessura (adotado 2,7 e 0,15

respectivamente) da parede para fornecer a carga linear da mesma, logo:

150,15+ 2,7 = 6,075 kN/m
(76)



79

E a carga de peso proprio da viga, que multiplicando o peso especifico do
concreto armado pela area da sec¢ao, onde a area da secao pode ser mudada, mas

que para a area inicial resulta em:

0,2+0,4*25=2kN/m

Somadas as 3 cargas, tem-se uma carga q igual a:

q=17,25+2+ 6,075 = 25,325 kN/m (78)

Também sera utilizado uma carga pontual de 75 kN representando o esforgo
cortante transmitido de outra viga, pois 150 kN foi utilizado apenas para a
demonstracdo dos calculos com armadura dupla no octave.

Onde, os novos vetores de forgas, considerando os efeitos dessa carga

(esforgos cortantes e momentos fletores) distribuida nos nés serao:

0O 7 r 0 11 O
76,125 37,5 113,625 79)
—76125 —56,25 —132,375 79
=10 T o [T| o
0 37,5 37,5
138,0625] | 56,251 | 94,2375 |
0O 7 r 0 11 O
0 37,5 37,5
pa—|380625|, | 5625 | _| 943125 (80)
0 0 0
76,125 37.5 113,625
76,1251 l-56,251 1-132,375]

Onde para os calculos sdo usados os momentos de 94,3125 kN.m no centro, e
132,375 kN.m nos apoios multiplicados por 1,4 e o processo e dimensionamento &

repetido, resultando ao final do dimensionamento da viga em:

¢ Nos apoios: 3 barras de 20mm para a compressao mais 5 barras de 20mm para
a tracao.

e No centro: 2 barras de 12,5mm para a compressao mais 6 barras de 16mm
para a tragao.
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E comparando o esforgo cortante e 0 momento que sera passado ao pilar com
os esforgos resistentes chega-se a conclusdo que o momento resistente do pilar
(Mdr=155,84 kN.m) é menor que o momento transmitido pela viga ao apoio
encontrado através da matriz de rigidez do pilar que € de 185,375 kN.m, portanto,
deve-se acrescentar mais barras para resistir ao momento. Ja para o esforgo normal
resistido pelo pilar (Ndr = 963,7 kN), que é maior que o esforgo cortante da viga no
apoio, nao haveria necessidade. Logo, repete-se o calculo acrescentando 2 barras de
16 mm, chegando a um momento resistente de 203,03 kN.m, obtendo uma area de
aco suficiente para resistir ao momento se este for aplicado no centro do pilar.

Porém, a NBR 6118 (ABNT, 2014) define que a verificagdo nao deve ser feita
apenas para o centro do apoio. Portanto foi feito uma verificagao até a posigéao 0,2h
onde o momento atuante seria de 209,186 kN.m e o momento resistente de 147,785
kN.m sendo necessario aumentar a area de ago. Entdo, com o acréscimo de mais
duas barras de 16 foi chegado a um momento resistente de 212,31 kN.m que suporta

0 momento transmitido ao pilar.

2.3.3 Comparacgao de Resultados

Para comparagao dos resultados obtidos, foi realizado uma analise através do
software Eberick v8 gold (2013) da Alto Qi, que é um software para projeto estrutural
que engloba as etapas de langamento, analise da estrutura, dimensionamento até o
detalhamento final dos elementos.

Trata-se de um programa com diversos recursos que proporcionam alta
produtividade na elaboragao dos projetos e no estudo de diferentes solu¢gdes para um
mesmo projeto. Possui um poderoso sistema grafico de entrada de dados, associado
a analise da estrutura em um modelo de portico espacial, e a diversos recursos de
dimensionamento e detalhamento dos elementos que estd de acordo com as
disposi¢cdes da NBR 6118 (ABNT, 2014), além da visualizagao tridimensional da
estrutura modelada (KADPRO, 2017).

Foi desenhado um pdrtico com 2 pavimentos semelhantes e desprezados
alguns efeitos de segunda ordem que o Eberick considera em seus calculos, porém
um pavimento considerando a viga engastada no pilar, e outro considerando rotulada,

com os mesmos dados iniciais:



81

Secao de 20x40cm

Vao de 6m (vao este que segundo a NBR 6118 é o vao efetivo, que corresponde
a soma da distancia entre as faces dos pilares mais o menor valor entre 0,3h e
0,5 vezes a altura da sec¢éao do pilar, portanto, se a segao for alterada no eberick
o vao efetivo também sera alterado)

Carga linear de 23,375 kN, como o eberick ja calcula o peso proprio da viga,
nao ha necessidade de acrescentar essa carga.

E para a representagao da carga pontual foi apoiada uma segunda viga com a
mesma carga da primeira.

Foram definidas as posi¢des dos pilares com 5,76m de distancia entre suas
faces e para a altura dos mesmos foi definida no inicio da analise com o
lancamento dos pavimentos uma altura de 3m, com a mesma se¢ao de
20x50cm (como a viga tem 40 cm de altura e 0,4x40=12cm, o véao efetivo ficou

igual ao do exemplo resultando em 6m).

Ficando o pdrtico como o da figura abaixo:

Figura 22 — Portico 3d no Eberick

Fonte: O préprio autor

E obteve-se como resposta, para os momentos de calculo:

Na Viga do pavimento superior: 319,73 kN.m no centro da viga, € nos apoios,

0 kN.m (no eberick). Mesma resposta do octave, por ser considerada rotulada.
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e Na viga do pavimento inferior: 140,27 kN.m no centro da viga, € nos apoios,
179.47 KN.m (no Eberick). E 133,22 kN.m no centro da viga e 186,51 kN.m nos

apoios (no Octave).

Foi realizada pesquisa para tentar descobrir a razdo da diferenga no segundo
caso, e foi constatado que pode ser uma redistribuicdo de esforgos que o Eberick faz
e que segundo a norma NBR 6118 (ABNT, 2014), é decorrente da variagéao de rigidez
dos elementos estruturais. Nao é obrigatoria, mas quando realizada para concretos
com fck menor que 35 MPa é limitada pela formula: x/d < (5-0,44) /1,25, com & igual
ao coeficiente que é multiplicado pelo momento negativo para se encontrar o momento
de redistribuicido linear maxima.

Porém, apos feita manualmente, a férmula resulta em uma redistribuicdo
maxima maior que a utilizada no Eberick, e entdo supde-se que o0 mesmo se utilize de
algum item, parcela ou indice que possa ter passado despercebido nessa pesquisa.

A relacao x/d encontrada no software Eberick é 0,5, diferente do 0,45 adotado
para satisfazer as condi¢cdes de ductilidade da norma NBR 6118 (ABNT, 2014), porém,
segundo a mesma norma, na versdo de 2003, o limite maximo com ou sem
redistribuicdo de esforgos a ser adotado pode ser de 0,5 (entdo para a comparagao
dos resultados sera usado o mesmo limite).

Ficando os diagramas de momentos fletores como os mostrados a seguir:

Figura 23 — Diagrama de momento fletor (viga engastada) no Eberick

MOMENTOS FLETORES DE CALCULO (Mdx) [kN.m:m] VIGA: V13

Fonte: O préprio autor
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Figura 24 - Diagrama de momento fletor (viga rotulada) no Eberick

MOMENTOS FLETORES DE CALCULO (Mdx) [kN.m:m] VIGA: V1

Fonte: O préprio autor

Os momentos da Figura 24 resultaram iguais porque a NBR 6118 (ABNT, 2014)
define que néo é ideal fazer essa redistribuicdo em vigas consideradas bi apoiadas.

Ao alterar o limite correspondente a dutilidade de 0,45 para 0,5 e posicionar o
centro de gravidade conforme a armadura a ser adotada obtém-se as respostas que
serao mostradas a seguir para cada elemento separadamente.

Para mostrar e comparar os resultados quanto ao dimensionamento seréao
adotados os mesmos momentos encontrados no eberick, porém os resultados com os
momentos do Octave também sdo aceitaveis, so6 que sao definidos como uma analise

sem redistribuicao.

2.3.3.1 Viga 1

Como citado anteriormente a viga 1, teve como momento de calculo atuante
319,72 kN.m (mostrado também na Figura 23). Ao calcular a area de ago necessaria
no octave chegou-se a uma area As = 25,263 cm?para a tragdo e A’'s = 16,742, e, ao
somar as duas areas a resposta superou a maxima area de ago (32cm?) permitida
para a viga.

Logo a unica solugéo para a viga nao trabalhar no dominio 4 é o aumento da
secido da mesma.

Entao foi feita a alteragdo da altura da viga para 50 cm, alterando as cargas de
peso préprio e o vao efetivo da viga e consequentemente o0 momento para 327,75
KN.m.

Apos o posicionamento do centro de gravidade para barras de 20mm, foi

encontrado como respostas:
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e No octave: A’'s =9,97 cm? e As = 21,56 cm?

e No eberick: A’'s = 9,43 cm? e As = 20,96 cm?

A diferenca se da por critérios de arredondamento de variaveis, também pelo
fato de o eberick fazer varias iteragdes para usar os dados no dimensionamento, etc.

E no detalhamento para uma secdo de 20x50 no octave obteve-se como
respostas 6,83 barras de 20 para a tracao e 3,14 barras de 20 para a compressao.
Podendo serem dispostas até 3 barras por camada. Os resultados no octave sao
aceitaveis perante a norma pois mesmo que se usem 10 barras de 20mm a area de
aco maxima de 4% da secéo nao sera ultrapassada

O motivo do uso das barras de 20mm € pelo fato de barras menores exigem
mais camadas para serem dispostas e a NBR 6118 (ABNT, 2014) define que a
distancia do centro de gravidade da armadura até a face da barra mais afastada do
mesmo nao pode ser superior a 10% da altura da viga.

E no software Eberick foi obtido o detalhamento mostrado na Figura 25, a

sequir:

Figura 25 — Detalhamento da Viga 1 no Eberick

As pos AS pos
inferior superior

78200 [+]38200 =

Fonte: O préprio autor
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2.3.3.2 Viga 2

Para a viga 2 foram usados os mesmos dados iniciais, a unica mudanga em
relacédo a viga 1 foi a imposi¢céo de uma ligagao rigida (engaste) entre viga e apoios.

E como o objetivo, é comparar resultados foi também utilizado para o
dimensionamento os momentos apos a redistribuicdo como mostrado na Figura 24.

Chegando na seguinte situagao:

e No octave: Nos apoios com A’s = 5,42cm? e As=14,77cm?, e no centro com
A’'s=2,21cm? e As= 11,68cm?.

e No eberick: Nos apoios com A’s = 5,46cm? e As=14,72cm?; e no centro com
A’s=2,43cm? e As= 11,69cm?.

Chegando praticamente a mesma area de ago, logo o detalhamento também &

0 mesmo, chegando a seguinte disposigao:

¢ No centro: 6 barras de 16mm para a tracédo e 2 barras de 12,5mm para
a compressao
¢ Nos apoios: 5 barras de 20mm para a tragao e 3 barras de 16mm para

a compressao.

Ficando a seg¢ao da seguinte maneira (com 6 barras de 16 embaixo e 5 barras

de 20 em cima):
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Figura 26 — Detalhamento da Viga 2 no eberick

Fonte: O préprio autor

A diferenca observada entre as Figuras 25 e 26 é que a simples mudanga da
rotula para o engaste fez a viga permanecer com a seg¢ao de 20x40, e com pouca
diferenga na armadura longitudinal. Porém a viga engastada transfere momento ao
pilar gerando a necessidade do aumento da armadura no mesmo. O dimensionamento

dos lances dos pilares sera mostrado a seguir.

2.3.3.3 Pilares

Para os pilares, foram definidas como base e largura da se¢ao, 0,2 e 0,5 metros
respectivamente, e 3 m de altura.

Para o dimensionamento dos pilares foram utilizados os esforgos cortantes da
viga transmitidos em forma de esfor¢o normal ao pilar e o momento da viga engastada
ao pilar do lance inferior.

Mesmo com a viga estando rotulada no pilar do lance superior, o esfor¢o normal
aplicado no pilar gera um momento por causa da sua excentricidade.

Como a distancia entre as faces dos pilares é de 5,76m, e o vao efetivo da viga
€ de 6m, a distancia da face do pilar ao ponto de aplicacdo do esforgo considerado &
de 12cm (0,24/2=0,12m), resultando em uma excentricidade de 0,25-0,12=0,13m. O
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esforco cortante de calculo é tirado da matriz dos esforgos da viga e utilizada no pilar
multiplicando o valor do bracgo de alavanca provocado pela excentricidade dessa forca.
O mesmo se repete para o lance inferior, e soma-se 0 momento negativo no
apoio, que na viga engastada é de 179,46kN.m.
Com esses valores cria-se a matriz de rigidez do pilar e encontra-se, no octave

para os momentos, os seguintes valores:

e 21,19 kKN.m no topo do lance superior;
e 91,874 kN.m na base do lance superior;
e 108,367 kN.m no topo do lance inferior;

e 54,183 kN.m na base do lance inferior.

Para encontrar o momento resistente do pilar, através do método da flexao
composta, encontram-se as parcelas resistentes com a aplicacdo da armadura e
verifica-se novamente na posi¢ao 0,2h, que com 2 barras de 16 resulta em 115,52
kN.m, podendo usar a armadura para os dois lances ou até diminuir a secdo para
verificar. Ao diminuir para o didmetro de 12,5mm encontra-se 90,382kN.m, que é
menor que as duas parcelas logo deve-se utilizar mais uma barra de 12,5 mm
resultando em 110,073 kN.m, cabendo ao projetista optar pela melhor escolha na
armadura.

Logo 3 barras de 12,5mm dispostas em duas camadas (uma para a tragao e
uma para a compressao) € a area de ago usada para ambos os lances de pilares.

Também €& necessaria a verificagdo do indice de esbeltez, onde, s&o
considerados os vaos efetivos dos pilares e deve ser calculado pela expressao: A = le
/i, com i sendo o raio de giracdo do pilar e representado pela formula i= V I/A, onde |
€ o momento de inercia e A, a area da secao transversal.

Segundo a NBR 6118 (ABNT, 2014), os limites para os indices de esbeltez
representam consideragdes de calculos extras que devem ser efetuados caso os
mesmos ultrapassem os limites estabelecidos pela norma.

E os pilares ainda devem ter indice de esbeltez menor ou igual a 200 (A < 200).
Apenas no caso de elementos pouco comprimidos com forga normal menor que 0,10

fedAc, 0 indice de esbeltez pode ser maior que 200.
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Para pilares retangulares, o A (indice de esbeltez) € igual a 3,46 le/h(altura da
secao do pilar).

O comprimento equivalente (le), é determinado através das condigbes de
engastamento no topo e na base do pilar e definido segundo a NBR 6118 (ABNT,
2014) por:

le=2.1, para pilares engastados na base e livre no topo.

le= menor valor entre | ou |0 + h, para as demais condigdes (item 15.6).

Onde:

e 10 é a distancia entre as faces internas dos elementos estruturais, supostos
horizontais, que vinculam o pilar;

e h é a altura da secéo transversal do pilar, medida no plano da estrutura em
estudo;

e | é a distancia entre os eixos dos elementos estruturais aos quais o pilar esta
vinculado. Deve-se verificar em quais diregdes o pilar esta travado, por exemplo
no portico no octave, (um poértico 2D) nao esta sendo analisada, a dimenséo z,
pelo fato de se admitir que o poértico seja rigido o suficiente para considerar a

outra dimensao como restringida.

No poértico do eberick, os calculos sao feitos em todas as dimensodes, resultando
como comprimento (I) os dois lances do pilar e resultando em um comprimento livre
de 6m e um comprimento equivalente de 12m, logo o indice de esbeltez passa de 200.
O eberick gera um aviso de esbeltez passando de 140 que o limite para o calculo do
programa.

Portanto, para obter os mesmos valores no pértico 3D do eberick foram criadas
restricdes nos nds, para que o comprimento equivalente utilizado fosse menor.
Resultando em indices de esbeltez de no maximo de 51,9 e referentes a menor
dimensao, onde nao ha a aplicagao de momentos. Para a dimensao de maior inercia
o indice fica em 20,76, sendo o mesmo menor que 35 e dispensando qualquer analise

de segunda ordem.
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Outra solugédo é criar vigas para travar os pilares, fazendo com que sejam
criados esforgcos na outra dimensdo do pilar e que devem ser considerados nos
céalculos gerando momentos fletores e esforgos cortantes que também podem ser
considerados aplicando o mesmo método para encontrar os esforgos resistentes, sé
que com a dimensao b do pilar correspondendo a altura e h a base.

Porém como estes ndo geram esforgos significantes nessa situagéo, o

detalhamento do pilar no Eberick obteve a seguinte situagao:

Pavimento Armadura B [ Armadura H

30125 [#]z2e 125 1=
30125 [+]30125 [+

Fonte: O préprio autor

O Eberick pode fazer o uso de efeitos, como desaprumo, cargas de vento,
imperfeicoes globais, etc, mas que foram considerados nulos para o calculo para se
obter as respostas devidas somente aos efeitos das solicitacdes.

Como observado na Figura 27, foram obtidas 3 barras de 12,5 mm por camada,
mais as duas barras no centro, resultando na mesma resposta que a obtida com o

octave.
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Oque comprova que os resultados obtidos com o Octave estdo dentro de uma
margem de seguranga por serem mais elevados ou muito parecidos que os obtidos
com o Eberick, porém podem ser aprimorados para se tornarem mais precisos.

Foi analisada uma estrutura simples, porém, conhecendo os principios basicos
que essa estrutura oferece € possivel criar rotinas para cada estrutura em particular
desde as mais simples até as mais complexas, garantindo resultados confiaveis e

facilitando o trabalho do projetista ao encontrar os esforgos e dimensionar a estrutura.
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3 CONCLUSAO

Nos dias de hoje, busca-se sempre a praticidade para realizar qualquer tarefa.
Com a analise estrutural nao é diferente, apds o surgimento dos computadores, e dos
métodos matriciais de analise foi possivel criar cédigos computacionais que analisam
e obtém os resultados dos esforgos provocados devido a aplicagdo das cargas na
estrutura, calculando a resisténcia que deve ser oferecida por uma estrutura a fim de
resistir a esses esforcos, bem como identificam e detalham a estrutura a ser
construida.

Existindo essa facilidade e com os avangos tecnolégicos nos computadores,
através desse trabalho € possivel criar um coédigo que associa os calculos com
matrizes através do método dos deslocamentos dentro da analise estrutural com um
comportamento bem préximo ao real de uma estrutura definindo as cargas,
encontrando as reacgdes, os esforgcos solicitantes, e também as deformacdes na
estrutura.

Na primeira parte deste trabalho foram definidos os conceitos de matriz de
rigidez de uma estrutura e também descritos os conceitos a respeito de sua utilizagao
e aplicacao dentro do método dos deslocamentos onde é possivel realizar uma analise
em qualquer estrutura.

Foram descritos os procedimentos para a montagem de uma matriz de rigidez
local em uma estrutura como uma viga e sua utilizagédo em um poértico plano na criagao
de uma matriz de rigidez global, e sua posterior utilizagdo em um software
computacional.

Foi realizada uma analise em uma estrutura nao linear, através da qual, usando
o método dos elementos finitos e discretizando a estrutura continua identificaram-se
as fungdes de forma para a montagem das matrizes de rigidez da estrutura, com o
intuito de definir os esforgos.

Entao, usando o software GNU Octave, foi realizado esse procedimento criando
rotinas de calculo nas quais foram inseridos os dados e obtidos os resultados.

Elaborou-se uma rotina, inserindo os dados iniciais, e associando operagdes
com matrizes, definindo esfor¢cos e encontrando as solicitagdes. Seguindo-se o
procedimento de dimensionamento conforme a norma NBR 6118 para concreto
armado e dimensionado um sistema de pértico plano definindo as armaduras

longitudinais das vigas e pilares da estrutura.
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Utilizando aspectos da analise estrutural em operagbes com matrizes,
juntamente com alguns aspectos referentes ao dimensionamento de estruturas, foram
encontrar as melhores solugdes para a armadura longitudinal dos elementos em
questao, tais como: area de acgo e dimensdes para a segao de concreto.

Foi verificada também a diferenca entre dois modelos de viga (uma engastada
e outra rotulada), onde os resultados na area de ago e segado de concreto tiveram
mudancas bem significativas.

Apos concluida essa analise foi feita a comparagao dos resultados obtidos no
Octave 4.2.0 (2016), com os do software comercial Eberick v8 gold (2013), alcangando
resultados muito semelhantes.

Chegando a conclusao de que o método matricial de analise € um método muito
util para sistemas estruturais, principalmente para os mais complexos, pois define os
efeitos de um elemento no outro, e quanto mais elementos, mais eficaz é o método.

Assim, propde-se aprimorar continuamente o método, para obter-se solugdes

cada vez mais eficazes e precisas.
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